Sbirka tloh z analyzy v komplexnim oboru

Podle cviceni k pfedmétu M6170 (jaro 2022) vyséazel Jan Prochéazka,
za coz mu patii obrovsky dik
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Uvod

Tato sbirka tloh z komplexni analyzy k predmétu M6170 Analyza v komplexnim oboru
vznikla studentskym ,,preTEXovanim“ poznamek a ptikladi doc. Zemanka pouzivanych ve
cviceni z tohoto predmétu.

V kapitolach (1| az [§| se nachézeji TeSené i nefeSené ulohy jakozto prehled pouzivanych
vzorcu. Kapitola [9] obsahuje zadani cviceni z pfedchozich kapitol s vysledky a sbirku je tak
jednodussi pouzivat k procvicovani. V feSenich cviceni je nékdy odkazovano na prednasku
(skripta [1]).

Pozndmka. V textu se vyskytuje v matematickém zépisu jak ,i“ (znaci imagindrni jednotku,
tj. i = —1), tak ,i“ (znadf indexovou proménnou), viz [5, strana 5].
Seznam zkratek

C-S-B Cauchyho-Schwartzova-Bunakovského nerovnost
C-R Cauchyho-Riemannovy]| nutné podminky komplexni diferencovatelnosti

I’H. p. ’Hospitalovo pravidlo

lnebo také Cauchyho-Riemannovy-d’Alambertovy-Eulerovy-Lagrangeovy (C-R-d’A-E-L)
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Kapitola 1

Komplexni ¢isla

V této kapitole se budeme vénovat pocitani s komplexnimi ¢isly. Nejprve si pripomeneme
nékteré zakladni vlastnosti komplexnich cisel.
Necht tedy z =a + bi € C, a, b € R je komplexni ¢islo. Pak plati:

|z| = Va2 + b2 argz =@ € [—m,m)

cos p = % sing = m
z=|z|e¥ e 1= cosp +isingp
Pro funkci arg dale plati

(arctg 2 a>0

arctg§+7'c a<0,b>0

argz = qarctg2 —m a<0,6<0 (1.1)
5 a=0,b>0
(—3 a=0,b<0

Pro a + bi a ¢+ di € C plati (u posledniho za predpokladu c? + d? > 0)

(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+ d)i

(a + bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bi ac+bd  bc—ad,
c+di 2+d? + c2+d21

Pro u = |u|el® a v = |v| " plati (ve druhém p¥ipadé v # 0)

u-v=|ul-|v (cos(a + B) +isin(a + B)) :}—L = L}%(cos(a — B) +isin(a — ﬂ))

Déle pron € Z a z € C plati

2" = |2|" (cos nyp + isin nep)
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8 KAPITOLA 1. KOMPLEXNI CISLA

Nakonec pro n € N plati

2k 2k
\T/; = /|| (COSW_TT[ +isin(p+Tﬂ)

kde k € {0,1,...,n— 1}.

1.1 Komplexni éisla, jejich algebraicky tvar a vlast-
nosti

Uloha 1.1. Zjednoduste nasledujici &selné vyrazy:

L (1+1)(1+2i) 2.1+ 4+ 4+ 3. Ltz
Resend.
L 1+i)(1+2)=1+i+2i+2i*>=-1+3i

2. i4i34+iP+i¥=i+3+34+i=i—i—i+i=0

1420 _ 142i3+44i _ —5+10i _ _ 1  2:
3. 34 =5 aista— op6 — 5150
A
Uloha 1.2. Dokaite, 7e 3(iz) = R(z).
Reseni. Uvazme z =  + iy. Pak iz = —y + iz. Zfejmé (i2) = R(2). A
Uloha 1.3. Dokaite, Ze pro kazdé z € C\ {0} plati
1
177
Reseni. Pro z = x + iy plati % = zQETyQ + iﬁ. Odtud plyne
1 s — i s PN
_ T4ty . T4ty _ z*ty . Tty _ s
1 (=%5)2 + (2 )2+1( 2 )2 4 (5L;)2 T a2 T1 z2+y? =Ty =2
z 112+:l/2 x2+y2 z2+y2 x2+y2 (z2+y2)2 (z2+y2)2
A

Uloha 1.4. Ukaite, Ze v/2|z| > |R(2)| + |S(2)|-

Reseni. Oznatme z = z + iy, tedy = = R(2) a y = 3(2). Nejprve v2|z| = /222 + 22
Z¥ejmé plati (|z| — |y|)? > 0. Z toho okamZité z* + y? > 2|z||y| (aritmeticko-geometricka
nerovnost). Pfi¢tenim z?+y? mame 2z2+2y? > 22+2 |z| |y|+y? = (|z|+]|y|)?. Odmocnénim
ziskdme pozadovanou nerovnost: 1/2z2 + 2y? > |z| + |y|- A
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Uloha 1.5. Dokaite ,rovnob&znikovou rovnost® |z + z|* + |21 — z|* = 2(|z1)* + |=|*) a

geometricky ji interpretujte.

Reseni. Uvaizme 2z, =z + iy

|Zl + Z2|2 + |z1 — Zz|2 = (iL'l

1, 22 = T + iys a pocitejme

+ 22)° 4 (1 + 92)° + (271 — 22)* + (Y1 — 12)°

=xf+2r1w2+x§+yf+2y1y2+y§+w§ —2$1932+1'§+y% —2y1y2+y§ =
= af + 22107 + o5 + yi + 20195 + ¥5 + 27 — 2207 + 25 + Yi — 2905+ Y5 =

— 9.2
= 2z

+ 222 + 297 + 202 = 2(2? + v + 22 + 12) = 2(|a ) + |2?)

Pokud chceme tlohu interpretovat geometricky, zobrazime si ¢isla z; a z2 do komplexni

roviny na obréazku (1.1

A

21+ 29

Obrézek 1.1: Zakreslime-li si

R(2)

komplexni ¢isla do komplexni roviny, vidime, Ze body O, 2o,

21+ 29, 21 tvori rovnobéznik. V ném plati, Ze soucet ¢tverci obou thlopticek je roven souctu

étvercu délek vSech stran.

Uloha 1.6. Dokaite ‘|zl|—|22|‘ < |71 % 22| < |z1|+|22| (druhd nerovnost je trojihelnikova).

Dodatkova dloha. Ukazte,
+X+- -+ A =1,i=1,2,

Reseni. Nerovnosti ukidzeme

i) [lz1] = Jzal| < |21 £ 2]
Plati

|z2| = |21 + (22 — 21)]

a tudiz

ze | A\1a; + Aaag + -+ Apan| < 1 pro |a;| <1, \; >0, A\ +
A

postupné.

/A-nerovnost

< |21| + |22 — 21]

|22| — |21] = — |22 — 21| = — |21 — 22|
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KAPITOLA 1. KOMPLEXNI CISLA

Soucasné plati
|z1] = [(21 — 22) + 22| < |21 — 22| + |22]

takze
|z1] — [22] < |21 — 22|

Kombinaci predchozich dvou vysledkt dostaneme
— |21 — 2| < |z1| = |22 < |21 — 2o
coZ jsou nerovnosti v R. Z definice (redlné) absolutni hodnoty méme
lz1] = Jzal| < |21 = 22
ProtoZe je pro libovolné z; € C je |—z3| = |22|, dostdvame i druhou verzi

— |21+ 22| < 2| — |22] < |21 + 22|

|21 & 29| < |21| + |22| plyne z toho, Ze (C,+) = (R?,+) a komplexni absolutni hod-
nota odpovid4 euklidovské normé v R2. Potom je pfimym disledkem trojthelnikové
nerovnosti normy.

Doké&Zeme pro tplnost trojihelnikovou nerovnost euklidovské normy v R2. Vezméme
tedy libovolné (z1,41), (z2,y2) € R% Chceme dokézat nerovnost

V(@1 +31)? + (@2 +y2)? < Jad +y2 + \Jad + 2

ktera je diky nezapornosti obou stran ekvivalentni se svoji druhou mocninou

(@1 +91)% + (@2 +92)° < 22 + 92 + 2/ (22 + 1) (22 + 93) + 22 + 42

neboli

20125 + 2912 < 24/ (23 + y2) (23 + 42)
T1T2 + Yh1Y2 < \/(z% +y1) (23 + v3)

posledni nerovnost muzeme déle (ekvivalentné) upravovat

mizy +yiye < (@d + 93 + )
|z122 + Y1y2| < \/ (22 + y2) (22 + y2) diky nezdpornosti pravé strany
(@122 + y192)* < (21 + 1) (25 +93)
o125 + 201 T2 + YiYs < 2175 + 275 + yiws + Ui
ZIT5 + 201 Tayn Yo + Y105 < TIT; + T1Y5 + YTy + Y20s
2z129Y1Ys < TTY; + Y105
0 < 2}y3 — 2:1@a0n0e + 175 = (Try — Top)’

coz je platné rovnost.
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Dodatkovou tlohu s pomoci tohoto vysledku vyfesime snadno. Necht tedy plati |a;| < 1,
A>0 M+ +-+ N =1,i=12,...,n Oznalme a := max{a; | i = 1,...,n}. Pak
plati pro kazdé 7 a; < a < 1 protoZe je kazdé a; < 1 a je jich konecné mnoho. Pocitejme
tedy s pomoci jiz dokazané trojihelnikové nerovnosti:

[A1a1 + Asa2 + -+ + Anan| S [A1a+Xoa+ -+ Anal = A+ do 4+ Ao fa] = Ja] < 1
=1

A
Uloha 1.7. Dokate Cauchyho-Schwartzovu-Buiiakovského (C-S-B) nerovnost.

Dodatkova tloha. S pomoci C-S-B nerovnosti ukazte, ze

2
: i 2
1) -1 |ai| > n(nt1) PTO |E?:1 az‘| =1
i) > —|al,| > n? pro Y%, la;| =1 a a; # 0 pro kazdé i

Reseni. Pipomindme C-S-B nerovnost |X7, zws|> < X", |z|> £, |wi|. Pro libovolné
a € C plati

n

0<) |z — ow;|* = > (2 — aw;)(z; — oaw;)

=1 i=1

n
= > (2% + |of” ww; — @zw; — aZw;)
=1

2 —
_ (1 a) e |zl” =2 ZWi 1\ _ 4
i1 2iW; i1 |wil o

Odtud plyne, Ze pro libovolné v = (v1,v5)T € C? s vy # 0 je
v*Av >0 (1.2)

nebot (v1,v2)" = v1(1, 32)7, ¢imZ méme predchozi pfipad s a := }2, pfiemz jej ndsobime
zleva U7 a zprava vy, tedy celkem |v;|* > 0. Je-li v; = 0, plati (T.2) také, nebot v takovém
pripadé mame
n
v Av = |0g)? S wil? > 0
i=1

To znamen4, Ze matice A je pozitivné semidefinitni. Tato skutecnost je ekvivalentni s ne-
zapornosti prvki na diagonéle (zfejmé pravdivé) a determinantu det A, tj.

n n n n
0<det A=Yzl |lwil> =Y 7w Y 2w
=1 =1 i=1 =1
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neboli

=|Z?:1 Z_"wil2

coz pro Z; := z; dava pozadovanou nerovnost

n 2
i=1

n 9 n
< IEY il
i=1 i=1
Nyni vyresime dodatkovou tlohu.

i) 1=X al = [XF 1al| _‘Zz 1\/\/_‘ <YL la" Z?1i—n(n I)Z |a§

ii) n? =[x, 1|2 - ’Z ol Z

L Jail i |a i1 |a_11|

Uloha 1.8. Uréete optimalni (nejvétsi a nejmensi mo7né) konstanty A, B tak, e
A(l+yl) < [1+iyl < B(1+yl)
Resend. Dle trojihelnikové nerovnosti mame
11+iy| <1+ |y

tudiz B < 1. Nerovnost se vSak pro y = 0 realizuje jako rovnost, takze B = 1.
Vzhledem k symetrii sta¢i v prvni nerovnosti uvazovat pouze y > 0. Pak uvazujme

funkci
) = |1+ iy| _ v1+9y?
o1+ 1+y

kterd mé globalni minimum pro y = 1 s hodnotou f protoze

B4y 2(l4y) - (149221 y-1
(1+y)? (149)2(1 +¢2)2

fly) =

tedy f'(y) = 0 pravé tehdy, kdyZz y — 1 = 0 neboli kdyz y = 1 a f ma v y = 1 stacionarn{
bod. Takze

f ~ -

—
0 1

f/ + —
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Tudiz A > . Pro y = 1 se ale nerovnost opét realizuje jako rovnost, takze A =

Celkem plati

S

1 .
— A+ y) <1 +iy < (T +y|)

V2

Uloha 1.9. Reste v C rovnici |z| 4+ z = 3 +i.

Reseni. Rovnici feSime obvyklou ,substituci“ z = z + iy, kde z = R(z) a y = J(2) a
porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou stran rovnice. Pak

Va2 + 2+ o +iy =3 +i

takZze y = 1 a feSime rovnici pro realnou cast

Va2 +1+z=3
Vi2+1=3—-z
2 +1=9—6z+2°
2 +1=9—6z+42"

—8 = —6x

xTr = =

4
3

S| oo

az= % + i A
Uloha 1.10. Urdete feSeni kvadratickych rovnic v zékladnim tvaru.

Reseni. Nejprve uvazujme rovnici 22 = a, kde a = a; + asi, a;, a; € R. Hleddme tedy /a
v algebraickém tvaru. Necht z = x + iy, pak

(z +iy)? = ay +iay
z? + 2zyi — y? = a1 + iay

porovnanim redlnych a imaginarnich c¢asti ziskdme dvojici rovnic

22—y = a,
2ry = as

vyjadienim y = 22 a dosazenim do prvni rovnice ziskdme
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2
a
t—a?—2=0
4
Substituci v = z? pokradujeme
2
a
w—au—-=2=0
4
[22 1 42
a1 £4/ay + aj
U2 =

ovSem x musi byt redlné, tudiz pouze

takZe zpétnou substituci x = +u

\lal—i-\/a%—i-a%
Tipg =\ ——F7——

2

Poté zpétné dopocitdme y; o = . Celkem mame

a — :I: ag
iz\/a1+‘/a%+ug \/2((1.1-‘{-‘\/(1?-‘{‘(1%)
2

Jal-l-\/a%-l-a% . as

+1

2
\/Z(al +4/a? + a3)

Pro rovnice 2% + pz +q =0, p, ¢ € C plati stejny vzorec jako v R, nebot

212=:|:

)

s s VIV

2 2
2 4pztq= (z+1—)) - ig=0

2 4
odtud
_ —pxVp*—4q
212 = 9
pricemz +/p? — 4q pocitame jako vyse. A

Uloha 1.11. Urdete algebraicky tvar &isla z € C takového, Ze:
a) 22=-3—4i
b) 22—-32+3—-i=0

c) nékdy to miZe jit i snadn&ji: 22 — (2+1i)z+3+i=0
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d) 22 — 22+ 2 =0 (nefeSené, vysledek: 215 = 1 £ 1)

Reseni.
a) 22=-3—4i

Po dosazeni z = z + iy dostavame

1132 _ y2 = -3
2y = —
odtud y = —%, pak
4
2 —

4322 —-4=0

substituce 2 = u

uw?+3u—4=0
-3+v94+16 —-3&%5
U1,2 = = =
2 2
% = 1 zvolime tento vysledek
2
Poté z12 = +1 a y = —% = F2. Takze
21:1—2i 22:—1+2i

b) 22—-32+3—-i=0
Dle vzorce plati z12 = % (3 + /-3 +4i). Potrebujeme urcit hodnotu +/—3 + 4i, tj.

fesime rovnici w? = —3 + 4i. Po vyjddfeni w = = + iy méme
.’E2 _ y2 — _3
2zy =4
nasledné y = %, pak dostavame rovnici pro x
4
.’112 - =-3
x

tj. stejnou rovnici jako v @) Proto vime, ze x = £1. Pak y = % = 2. Takze w12 =

= +(1 + 2i). Nakonec

(4+20) =2+i

1 1
— (3t (1+2i) =12
2= 5 (3£ (1+2)) {aQ—m)zl—i
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c) 22— (24i)z+3+i=0
Poéitdme diskriminant
D=(2+i)?—-4B8+i)=4+4i—1-12—4i=—-9
a zndme hned v/D = £3i. Mame (opét podle vzorce)

(2+4i) =1+2i
(2-2)=1-i

N =

212 =

1

(2+i+3i) = {f
3

A

1.2 Goniometricky a exponencialni tvar komplexnich
Cisel

Uloha 1.12. Mg&jme z = €'s™. Urdete 22, 23, 2%, Z a nadrtnéte body 1, 1+ z, 1 + z + 22,

14+ 2z+22423 14+ 2+ 22+ 23 + 2* v komplexni roviné.

Reseni. Protoze méame ¢islo z zaddno v exponencidlnim tvaru, je jednoduché urcit jeho
mocniny a k nému komplexné sdruzené cislo.

2 i

;6 4 ;8 ;2 ;2
2 —e T 3 igm izm 4 izm ism i 4

2>=ce =e 5 Zt=e =e 5 zZ=e€e 5 =z

(S

Navic vime, Ze 2° = €™ = 1. Proto 1 + 2z + 22+ 22 + 2% = 11__225 =0. Odtud 1+ 2z + 2% +

+ z3 — _z4 — _e—i%n — eiﬂ(l—%) — ei%n.

Proto 1 + z + 22 + 22 = —2* lezi na kruZnici se stfedem v 0, polomérem 1 = |2*| a
svirajici s kladnou poloosou z = R(z) thel 37t = 108°

Déle vime, Ze ¢islo 1 + z lezi na kruznici se stfedem v 1 a polomérem |z| = 1, pfi¢emz
s kladnou poloosou z svird thel 27t = 72°.

Zmame-li polohu ¢isla 1 4 z v komplexni roviné, mizeme pouzit stejny postup k urceni
polohy 1+ z + 22. LeZ{ na kruZnici se stfedem v bodé 1 + z a polomérem 1 = |22|, pfitemz
s kladnou poloosou z svira tihel %7{ = 144°

Vsechna ¢isla si zakreslime do komplexni roviny na obrazku [1.2 A

Uloha 1.13. Uréete algebraicky tvar z = 2 (cos§ + isin g)

3

ot

S v . . N /, , v v w1 s T T4 7
Reseni. Postupujeme piimym vypoctem. Protoze cos § = 5 a sin 3 = %*, pocitame déle

no.. W 1 /3 .
z-2(cos§+1sm§)—2<§+17)—1+1\/§

Uloha 1.14. Urdete velikost a argument (arg i Arg) komplexnich éisel:



1.2. GONIOMETRICKY A EXPONENCIALNI TVAR KOMPLEXNICH CISEL

A

x
S(z
(2) 1+2z+22
[ ]
\\ é
\\\ 57'[
1+2z+22+23 T
. 1+ 29-2-»
\\ ,/
\ /
\ /
\ 3 /
N ;2
4~ 5 ~ 57-[
\ A ! A\
) ¢\ >
l+2+224+28424=0 1 R(2)

17

Obréazek 1.2: Ndkres bodti 1, 142, 14+2+22, 14+ 24+ 22+ 22, 1+ 2+ 22+ 22+ 2* v komplexni

rovné.
a) z=—-1+1i b) z=1i
Resend.
a) z=—1+1i

Vime, 7e |-1+i| = 4/(=1)2+12 = /2. Néslednd hleddme ¢ € [—m,7) takové, Ze

cosp = —% asingp = % Tyto rovnosti splifuje ¢ = 2T. Tud{Z mame

3 3
|2 = V2 aurgzzz7T Argz={f+2k7teR‘k€Z}

az:\/ﬁ(cos?’f+isin3f> :\/ﬁ(cosw+isinw> pro k € Z.

b) z=1i

Ziejmé je |i| = 1. Nésledné hleddme ¢ € [—m, m) tak, Ze cosp = 0 a sinp = 1. To

spliiuje ¢ = 7. TakZe

2] =1

7T
arg z =
84775

Argz:{g—i-%ﬂeR‘keZ}

az= (cos§+isin§) = (cos@+isin@) pro k € Z.

Uloha 1.15. Uréete goniometricky tvar nasledujicich komplexnich &isel

a) z=">biprob#0

Resent.

b) z=aproa#0

c) z = =£(2=+5i)
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a) z="bi,b#0
Rozdélime si tlohu na dva piipady. Je-li b > 0, je |bi| = b a argbi = 7. Naopak pro
b <0 je |bi| = —b a argbi = —7. Celkem méme
b b(cos 7 +isin 7) b>0
—b(cos—3 +isin—%) b<0
b) z=a,a#0
Opét si tlohu rozdélime na dva piipady. Pokud je a > 0, je |a| = a a arga = 0. Pro
a <0 je |a] = —a a arga = —m. Dostavidme

a(cos 0+isin 0)
a =
—a (cos —7t 4 isin —)

c) z = (2= 5i)

Pro kazdou kombinaci + a — mame |+(2 £ 5i)| = v/4 + 25 = v/29. Jednoduse zjistime,
ze arg (2 + 5i) = arctg g Pro urceni zbylych tii hodnot pomoci arctgg si pomilZeme

obréazkem [1.3]

Mame tak geometrické tvary cisel

) )
24 5i =29 (cos arctg 3 +isin arctg 5)
. ) )
2—-5i= Cos — arctg + isin — arctg 2)
—2+03i=

. . 5)
—2—-5i= (cos (arctg - — 7'[) + isin (arctg 5~ 7'[))
) . )
(cos < — arctg 2) +isin (7‘( — arctg 5))

Uloha 1.16. Pfevodem na goniometricky tvar vypoctéte

a) (1+1)° c) (\/3—1)8 e) (\/§+i)1o
b) (=2 + 2i)° aQ) (141

Resend.

a) (1+1)10= [\/5 (cos +isin 2 )]10 =2° (cos%I +isin g) = 32i

b) (—2+2i)5 = [\/g (cos + isin =F )]6 =83 (cos%r +isin g) = 512i
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—2 + bi X(z) 2 + 5i
) »
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ / 5
\ 5
| o~ arctgg
\/\\\ \
\ / \
7-( / \I \\ \1
1 ! T
/ \O P §R 2
_7.[. // \\(// / // ( )
N 5
/ ‘w’ —arctg 3
/
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
¢
—2—5i 2 — b5i

Obrazek 1.3: Nakres bodu 2+ 5i, 2—5i, —2 —5i, —2+ 5i v komplexni roviné s vyznacenymi
dhly.

¢) (V3-1) = [2(cos—% +isin—%)]" = 2 (cos 2* +isin Z) = 256 (—1 +1¥3) = 128+
+128iv/3

d) (1-1—‘/?51)5 = [13 (cos%-l—isin%)]5 = 3333 (cos‘%+isin%T) = ﬁ(—%§+i%) =
= 16 1 {16V3

e) (\/§+ i)lo = [2 (cos% + isin %‘)]10 = 210 (cos—%T +isin—7§‘> = 1024 (% — 1‘/75) =512—
— 512iv/3

Uloha 1.17. Pomoci geometrického tvaru komplexniho &sla naleznéte viechny komplexni
hodnoty:

a) Vi b) V-I+i

Resent.
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a) Platii= cos 7 4 isin 7. Potom

Vg LR (14 k)

ke{0,1,2
6 76{77}

takze

Ty iein T — V3 s
cosG+1sm6— 5 +1

3/. « . .
Vi= cos%‘+131n%1=—‘/7§+1
cos & +isin 3 = —i

N [—=

N

b) Protoze —1 +1i= /2 (cos 3 4+ isin 3;”) je

vV=1l+i= %(cos%%—isin%) , ke {0,1,2,3}

8 3n f i OTT
\/§ cosl—6+1smﬁ)

8 117 * iy 117
\/§ COs J¢ +1sIn 5¢

8 197t s ot 1970
\/§ COs Jg +1sIn Sg¢

8 27 * i 27T
\/§ Cos T~ +1sln J&°

A

Uloha 1.18. Najdéte viechny hodnoty </—2 + 2i a vyjadfete je v zdkladnim algebraickém
tvaru.

Reseni. Protore —2 + 2i = /8 (cos %” + isin 3{), mame

V2 cos 7 +isin E)
V=2 +2i = { V2 (cos LI + isin L7
12 12
V2 (cos %T + isin 119—2“
Zbyva tedy urcit zakladni tvary téchto vyrazi. Pocitejme postupné
e V2(cosT+isin}) = V2 (R +iQ) =1+i.

e Ze souctovych vzorci pro sin a cos plynou néasledujici identity

cos(a £ 1) = coscos T Fsinagin T = — cos a (1.3)
=1 =0

sin(a &+ ) = sina cos T+ cos agin T = — sin « (1.4)
=1 =0

i Un (
12 -

11m : T P T
proto cos 5~ +1sl cos—ﬁ+1s1n—ﬁ>.
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Ze stejnych vzorcii (pro dvojnsobny tihel cos 2a = cos® a — sin? o) plyne

‘ 1+cosa . a’ 1—cosao
Ccos — \/ s1n§ =\/—

takZe miZeme dopocitat cos 75 \/ 1+C°S 1+ = /2 2 + /3. Ob-
dobné dostaneme sin & = 11/2 —

Celkem méame

117 o 117 Tt . . 7t
\/E(COSE-FI sin E) —ﬁ(—cos———lsln——>—

e Obdobné jako v pfedchozim bodé mame ze souctovych vzorci pro goniometrické
funkce nésledujici identity

T T T .
cos |a =+ — | =cosacos - Fsinasin - = Fsina (1.5)
2 2 2
-0 =1
. Tt . TT . 7T
sin (a:t 5) = cosocs1n—:|:smacos§ =+cosa (1.6)
——
R v (1.5) . 1.4) .
z nichZ muZeme urdéit cos 19—“ = CoS (1132 + g) L5 _ sin %‘ = —sin (1—”2 + 7[) = sin E'
197 (L6) 1B @3
Podobné sin =22 5 — COSSor = —COS 5.
Miuzeme vyjadrit vyraz v algebraickém tvaru
197t . 197 T
\/5 cosﬁ+1sm— = s1n——1cos—

—1i 2+\/§)=

ﬁ
5
a

1-Y2 14 Y2
g Wit

Dohromady méame
141
vV=2+2i= \/ 1+ 4+ 1\/ 1-—

Vs i
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A

Uloha 1.19. Najdéte viechna FeSeni rovnice 2 = —8, tj. naleznéte viechny hodnoty /—8.

Reseni. Plati —8 = 8 (cos7t +isin7r) a soucasné —8 = 8 (cos(7t + 2k7) + isin(7 + 2km))
pro k € Z. Tudf# v/=8 = ¥/8 (cos U™ +isin @EVT) k€ {0,1,...,5}. Presnéji

(V2 cos g +isin g =‘/76+i§
V2 cos 5 +isin =iv2

o — V2 (cos 2 + isin 5 ——‘/Tg-i—i@
V2 (cos T + isin ¢ =—‘/76—i‘/7§
V2 cos:%‘%-isin?’?7I = —iy/2
\\/5 cosl%T-l—isin”T“):‘/76—?/7i

A

1.3 Mnoziny v komplexni roviné a rozsireny komplexni
obor

Uloha 1.20. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | $(z) = —i}.

Reseni. Takovato mnoZina je prazdnd, protoze 3(2) je redlné &islo. A

Uloha 1.21. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | |z + 3 — 5i| = 3}.

Resend. Jedné se o mnozinu vSech bodtl v komplexni roving, které jsou od —3+ 5i vzdaleny
0 3, tj. o kruZnici se stfedem v —3+5i a polomérem 3. Zndzornéna je na obrézku [I.4] Pokud
bychom kreslili mnoziny {z € C | |z + 3 — 5i| < 3} respektive {z € C | |z + 3 — 5i| > 3},
vzali bychom vnitfek kruhu (bez hrani¢ni kruznice) respektive jeho vnéjsek. A

Uloha 1.22. Nadrtnéte v komplexni roviné mnozinu {z € C | 1 < |z +1i| < 3}.

Reseni. Jedn4 se o priinik mnoZin |z +1i| > 1 a |z +i|] < 2, tj. vn&jsku kruhu se stie-
dem v bodé —i a polomérem 1 a vnittku kruhu se stejnym stfedem a polomérem 2 (bez
hrani¢nich kruznic). Toto mezikruZi je zndzornéno na obrazku A

Uloha 1.23. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | R(z) = 3(2)}.

Reseni. Ztotoznime-li C a R? standardnim zobrazenim z +— (R(2),3(2)), respektive
(z,y) = z + iy, zjistime, Ze se jednd o pifmku v R? danou rovnici x = y. Jeji &ast je
zndzornéna na obrazku A

Uloha 1.24. Naértnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | |z| + z = 0}.
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(= (),
// \\\ ( ) / \g(z)i - \
- R(2)
N — o
\\\ / —ie
Ol R(2)
Obrazek 1.4: KruZnice se stfedem v bodé Obrazek 1.5: Mezikruzi se stfedem v —i a
—3 + 5i a polomérem 3. poloméry 1 a 2.
SE) 3(2)
R(z) = S(2)
O R(z) 0 R(2)

Obrazek 1.6: Pfimka R(z) = (2) v kom- Obrazek 1.7: Nekladnd poloosa R(z) je
plexni roviné. mnozinou z takovych, Ze |z| = —z.

Reseni. Uvézime-li z = z + iy, mame podminkovou rovnici v/22 + y2 + z + iy = 0, odtud

y = 0, poté dostaneme redlnou rovnici |z| = —z, kterou spliuji préavé x < 0. Jedn4 se tedy
o mnozinu Ry, nekladnou poloosu R(z), zndzornénou na obrazku A

Uloha 1.25. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | |z — 1| = |z — 3]}.

Reseni. Jedné se o mnozinu vSech bodt v komplexni roviné takovyich, které maji stejnou
vzdalenost od 1 a 3, tj. o osu tsecky 1, 3. Touto osou je piimka kolm4 na osu $(z) protinajici
ji v bodé 2. Znézornéna je na obrazku (1.8 A

Uloha 1.26. Nagrtnéte v komplexni rovind mnozinu {z € C | 2 < argz < I}

S v , ’ 4 . v vz v s v/ . iz iz

Reseni. Jedna se o thel velikostné mensi sevieny polopfimkami te's a se's, t, s > 0,
tj. polopfimkami zacinajicimi v 0 a svirajicimi s kladnou poloosou (z) dhly 7 = 30° a
™o o 7 v . z

% = 45°. Znézornén je na obrazku A

Uloha 1.27. Naértnéte v komplexni roviné mnoziny
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3(2)

01 2 3 R

Obrézek 1.9: Uhel mezi polopfimkami svi-

Obrézek 1.8: Osa tseéky 1,3 v komplexni rajicimi s kladnou poloosou R(z) thel § a
rovineé. T
a) {z € C|R(z) >C}, b) {z € C|X(2) < C}.

Reseni. V obou pifpadech jde o poloroviny.
a) Zde se jednd o polorovinu v R? uréenou nerovnici z > C.

b) Tady jde naopak o polorovinu uréenou nerovnosti y < C.

Obé verze jsou znazornény na obrazku A
3(2) 3(2)
O R(2) O R(z)
(a) R(z) > C (b) S(2) < C

Obrazek 1.10: R(z) > C (1.10a) a I(2) < C (1.10b)

Uloha 1.28. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | 0 < R(iz) < 1}.

Reseni. Vezméme z = x + iy. Poté iz = —y + iz. Tudiz R(iz) = —y. Poté je hledans
mnoZina v roviné (po ztotoZnéni s R?) dand nerovnostmi 0 < —y < 1, neboli —1 < y < 0.
Znézornéna je na obrazku [I.11 A

Uloha 1.29. Nadrtnéte v komplexni roviné mnozinu {z € C | |z| = R(z) + 1}.

Reseni. Vyjadifme-li si z = x + iy, dostdvame rovnici mnoZiny v R?

\/r—l-?ﬂ:x+1

kterou dale upravujeme

4y =242 +1
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Obrazek 1.11: Mnozina z € C spliujicich

nerovnice 0 < R(z) <1

y2

Jedna se tedy o parabolu, jejiz osa splyva s osou z, ma vrchol v bodé (—

v bodé (—% + 3, O) = (0,0). Jeji graf mame na obrazku

25

vych, ze I(z) < 1 —R(z)

1
=2x+1=2(x+§>

1.13

2

Obrézek 1.12: Polorovina vSech bodu tako-

1 0) a ohnisko

A

Uloha 1.30. Nadrtnéte v komplexni roviné mnozinu {z € C | R(z) + X(z) < 1}.

Reseni. V R? se jednd o polorovinu zadanou nerovnici z +y < 1, neboli y < 1 — z.

Znazornéna je na obrazku (1.12

3(2)
21
L
/ R(2)
1 1 2 3
—1\\
_2 1 ~_

A

Obrézek 1.13: Nékres paraboly odpovidajici rovnici |z| = R(z) + 1

Uloha 1.31. Naértnéte v komplexni roviné mnoziny

a) {zECHR(%):C},

Reseni. Pokud z = z + iy, pak i =

x2+y2

b) {zeC| (1)

c}.

e iy
z2+y2'
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a) Ma-li byt R (%) = C, musi platit rovnice ;75 = C, neboli z = C (z? 4+ z?). Pokud
C = 0, je takovou mnozinou osa (z) bez poc¢dtku. Pokud naopak C # 0, mizeme déle
upravit rovnici az do tvaru

( _i)2+ Z—L
Y7oc) TY T e

coz je rovnice kruznice se stfedem v bodé (2(1’ 0) a polomérem 3] CI

b) Obdobné pro & (%) = C dostaneme —m = C, odtud —y = C (z2 + z?). Opét pro
C = 0 dostaneme osu R(z) bez poc¢atku, pro C' # 0 nakonec rovnici

4+ (14 55) = om
YTac) Tac
kruznice se stfedem v (O, ) a polomérem el C|
Priklady takovych mnoZin jsou znézornény na obrazku [1.14 A
3(2) ()t
- \ N
@%()=cC ®s(i)=c

Obrazek 1.14: Nacrty mnozin pro riznd C. Pocatek nepatii do zadné z téchto mnozin.

Uloha 1.32. Nadrtnéte v komplexni roving mnozinu {z € C | |z — 2| + |z + 2| = 5}.

Reseni. Mnozina je zadana rovnici |z — 2| + |2+ 2| = 5, tj. jedn4 se o mnoZinu té&ch
bod, které maji konstantni (zde roven 5) soudet vzdélenosti od dvou vyznaénych bodu.
Takto je geometricky definovana elipsa, mnozinou tedy bude elipsa. Jejimi ohnisky budou
(£2,0) € R2. Najdeme nyni jeji stfedovou rovnici pomoci vyjadreni z = = + iy

lz+iy — 2|+ |z +iy+2|=5
V@ —22+2 4/ (e +2)2+y2 =5
z2—4x—|—4+y2=25—10\/m+$2+4y+4+y2
—8z — 25 = —10\/(x +2)> + ¢

6422 + 400z + 625 = 100(x> + 4z + 4 + %)




1.3. MNOZINY V KOMPLEXNI ROVINE A ROZSIRENY KOMPLEXNI OBOR 27

36z2 4+ 100y = 225

1;2 ,y2
2 T =1
36 100
2 2
xr
3 T z 7 = 1
15 15
) &)
2 2

Jak jiz bylo Feceno, elipsa mé ohniska v bodech (£2,0). Stfed mé v poc¢dtku. Déle mé
délku hlavni poloosy 2 a vedlejsi poloosy 3. Jeji excentricita je 2. Jeji graf je na obrdzku
1.15 A

Uloha 1.33. Nadrtnéte v komplexni roviné mnozinu {z € C | |z — 2| — |z + 2| > 3}.

Reseni. MnoZina mé hraniéni kiivku |z — 2| — |z 4+ 2| = 3, coZ je hyperbola. Uréime jeji
stfedovou rovnici pomoci z = x + iy.

lz+iy—2|— |z +iy+2| =3
Vi@ =2 +92 - /(2 +2)* +2 =3
T’ —4z+4+y P =9+6y/(z+2)2+y2+ 22 +4x + 4+ 4>

—9—-8z=06y/(r+2)2+y?> odtud z < —Z

642” + 1447 + 81 = 36 (2” + 4z + 4 + %)
2822 — 36y2 = 63

22 P .
63 63
28 36
2 g .
9T
1 1

72 %

Podminky x < —g fika, ze ,levé“ rameno hyperboly je hranici hledané mnoziny, ptficemz
samo do ni nepatifi. Zfejmé bod —2 vyhovuje zadéavajici nerovnosti. Proto je hledanou
mnozinou ¢ast roviny ,,uvniti“ ramene hyperboly. Vyznacend je na obrazku |[1.16 A

Uloha 1.34. Nadrtnéte v komplexni roviné mnoZinu {z eC ’ arg (1 + %) = %}

22 4z+y? sy I i - ’
ey Rl e xwrR Uhel ¢ se nachéazi v prvnim

kvadrantu. Proto plati vztah tg § = _z—i-avyTyz za predpokladu —y > 0tj. y<O0az+ 2%+

Reseni. Vezméme z = z + iy. Potom 1+% =
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182 $(2)
1 1
4 R(:) R(2)
-2 -1 1 2 ~2/ -1
\ —11 S 4 -1
Obrazek 1.15: Elipsa majici rovnici Obrazek 1.16: Vyznadend mnozina zadana
|z — 2|+ |2+ 2| =5. nerovnici |z — 2| — |2+ 2| > 3.

+ 32 > 0. Kombinaci dostédvdme rovnost

Y 1 _y 7T
s+22+y? V3 06

odtud vynasobenim
x2+y2+x+y\/§=0

kterou upravime

(x+%)2+<y+?>2=1

Posledni rovnice spole¢né s podminkou y < 0 nam tika, Ze mnozinu tvori pravé ty body

na kruznici se stfedem (—%, —\/75) a polomérem 1, které maji y-ovou souradnici zapornou.
Mnozina je na¢rtnuta na obrizku A
A
3(2)
-1
4 O R(z)
e |
ol _3v8 )
2 2/
\\ /

Obrazek 1.17: Nac¢rt mnoziny z takovych, zZe arg (1 + %) =3
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Uloha 1.35. Mnozina C := CU{occ} komplexnich &sel s nekone¢nem je v bijekci se sférou
v R3 danou rovnici

x2+x2+(.’r —1)2—1
LT\ 2) T4
kde bijektivni zobrazeni je zadano predpisem

R(z) SGk) Iz
F(z) = <1+|z|2’ ik 1+|z|2) ke
(0,0,1) z =00

(stereografické projekce).
Dale na C zadavame zobrazeni p predpisem

|z12_Z2| = 21,22€C
V1+lz1 2/ 14|z
1
0(z1, 22) == ——— 21 €C, 29 =00
V1P ’
0 21 = 29 = 00

(metrika stereografické projekce).

a) Ovéite, Ze o je metrika na C.

b) Dokazte, ze 0(z1,22) = 03(F(21), F(22)), kde g3 je euklidovskd metrika na R® (tedy
dokazte, Ze o je ziZenim euklidovské metriky na obraz C ve stereografické projekei).

Reseni. Ovéfime, 7e o je skutecné metrika, tedy Ze spliiuje nasledujici axiomy:
i) 0(z1,22) > 0 a o(z1,22) = 0 jediné pro z; = 2

i) o(z1,22) = 0(21,22) (symetrie)

iii) o(z1,22) + 0(22,23) > (21, 23) (trojihelnikové nerovnost)

Prvni dva axiomy jsou ziejmé splnény z definice. Pro ovéreni tfetiho axiomu uvazime
nékolik pripadi
o 2] = 2o = 23 = 00 zlejmé

1

e 21 =2 =00 a 23 € C, pak skutecné plati 0 + S > \/14i| z
23 23

1

’ v 1
o 21 € Ca zg =23 =00, mame podobné¢ — +0> —(————
’ P Vit Vit

1

o 21 =23 =00, 2o € C, plati opét + 1 >0
1 3 )y %2 » P p Sl il —
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« Nakonec uvazme 2, 2, 23 € C. (dle [4, strana 43], princip od Sizua Kakutaniho)

Nejprve poznamenejme, Ze plati

(a — b)(1+¢c) = a+ acc — b — bec
=a+ acb—c— ceb+ c+ cca — b — bca
= (a—c)(1+7¢cb)+ (c—b)(1+ca)

z ¢ehoz plyne
ja—b| [1+[c’| < la— el [1 +2b| + e — b] |1 + ca] <
<la-—¢| \/1 + |c|2\/1 + |6 +|c — b| \/1 + |c|2\/1 + o> (1.7)

kde v posledni nerovnosti jsme vyuzili diisledek C-S-B nerovnosti
1+ aBf < (1+]af) (1+18F)

Volbou a = 21, b = 23 a ¢ = 25 dostaneme z (1.7)) nerovnost

|Z1 — Z3| ‘1 + |22|2‘ < |z1 — 22| \/1 + |22|2\/1 + |253|2 + |22 — Z3| \/1 + |Z2|2\/1 + |21|2

co% po vydéleni obou stran kladnym vyrazem |1+ |z|*| /1 + |25 \/1 + |2a|* déva

2~ 2 5 -l 2~ 2 s
V1+ a1+ |z \/1+|z1| V1+ |2/ \/1+|z2| V1+ |z
neboli
0(21,23) < 0(21,22) + 0(22, 23)
o Jelikoz
. |Zl - Zz| . 1‘

lim o(z1,22) = lim = lim

22—>00 22—>00 22 —>00

z 2 \/1+ PV 2l Tt [l |z2|\/| e i1

2 _q 1
= lim ’ = =1 0(z1,00

= 14 |z1 |2 +1 V1+ |z1|2f - \/1+ 21|

dostdvdme limitnim pfechodem v (1.8) pro z; — oo poZadovanou nerovnost také v
piipadé z; = 00 a zj, 2z € C pro 4, j, k € {1,2,3} po dvou rizné.

Zobrazeni p je skuteéné metrika na C.
Nyni dokézeme, Ze o(z1, 22) = 03(F(21), F(22)). Je-li 21 = 25 = 00, tvrzeni ziejmé plati.
Zbyva ovérit druhé dvé moznosti.
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1. Necht nejprve z;, 2o € C. Plati

|21 — 2" = Rz — 2)? + (21 — 2)2 =
= (R(z1) = R(22))* + (3(z1) - $(=2))* =
= R(21)* + R(22) + S(21)? + S(22)? — 2R(21)R(22) — 23(21)S(22) =
= |z1]* + |22|* — 2R(z122) (1.9)

Potom poéitejmd]

03(F (=), F(2)) =
:< Riz) _ R(z) )

1+ |a? 1+ |2

+

( S(z) S(z) )2+

1+ |a? 1+ |2

2 2 2
|21 |22 _
+ 2 2 -

1+|Z1| 1+|Z2|

2

21 29 21 %)
=R - +\r< - ) +

<1+|z1|2 1+|Z2|2) 1+ |z 14 |2

2
|z1|2 |Z2|2
+ 2~ 2| —
L+ |z 1+ |2

2

2 2 2 2

_ ‘ 7 2 ( |21 |22 ) )
- 2 2 + 2 2 -

L+ |z 1+ |2 L+ |z 1+ |2
|21)? |25 B 2R (Z122) +
- 2 2

(1+1al) (+laP)’ (L lal) 0+ )

4 4 2 2
|21 B 2|21|" |20

(14 ]21)’ ’ (1+1=P)”  (+1af) (1+1f)
AP (U +1P) el (14 12f)  2(RE2) + |4 2))
C (1+1aP)’ (1+12P) (+lEl) (141

_ zf? 2(R(E) +1al |2l)

Ltlal” L+l (1+]al’) (1+]2)
B EN (1 + |22|2) + 2| (1 + |21|2) — 2R(z122) — 2|21 [* | 20” B

(1 + |z1|2) (1 + |zz|2)

_ ol + |zl — 2R(E) @ |21 — 2l
(t+1aP) (1 +1=P) 1+ [af) (1 +]zf

) = g2(z1,z2)

1Obé metriky maji nezdporné hodnoty. Staéf porovnat jejich druhou mocninu.
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2. Necht z; # 00 a 25 = 0. Potom

g%(F(zl),(o,o,l)T)=( Riz1) >2+< S() )2+< ] 1)2=

Ltlal’) T \i4lal?) A4 jal
_ R(21)? + R(=21)? 1 14 ]a)ff 1
- 2 2 2 2
(142 (1+laf)  (+lal)  1tlal

= Q2(zl7 OO)

Drtikaz je hotov. A



Kapitola 2

Posloupnosti a rady

Pro a,, b, € C plati:

prosté srovnavaci kritérium Pokud |a,| < |b,| pro kazdé n € N a }_ b, konverguje, pak
také Y a,, konverguje. Naopak, pokud } a, diverguje, diverguje také Y b,,.

an+1

d’Alambertovo podilové kritérium Necht L = lim,_, .Pakjeli L <1, > a,

absolutné konverguje. a je-li L > 1, 3" a,, diverguje.

Cauchyho odmocninové kritérium Necht L = lim,,_,, {/|a,|. Pak je-li L < 1, > a,
absolutné konverguje. a je-li L > 1, 3" a,, diverguje.

Uloha 2.1. Rozhodnéte o konvergenci fad

s(_1\n—1 i N
a) Yoo, )T c) Yoo, e) Y, &(1+i)"
. . s
b) Y20, & d) ¥, o f) Yoo, o8
Resent

a) Rada konverguje pouze, konverguji-li fady redlnych a imaginarnich &ésti. Plati

" (1+i(—1)"—1n) _1

TL2
Rada 3°°, n% konverguje absolutné podle integralniho kritéria. Naopak

3 <1 + i(—l)”_1n> (—1)nt

n? n

Rada ¥, # konverguje podle Leibnitzova kritéria. Nekonverguje vSak absolutné,
2,1 1“(;# konverguje neabso-

lutné.

diverguje podle integralniho kritéria. Rada >°°

33
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b) Plati

. Rada ¥, 2 konverguje absolutné podle integralniho kritéria. Tudiz

n?
rada En:l 5 konverguje absolutné.
c) Ke zjisténi konvergence pouZijeme podilové kritérium. Plati |*—| = ¥=-. Pocitame
. Ant1 \/§“+1 n! . \/§
lim |—|=lm —— = lim —— =0
n—oo | @, n—00 (n + 1)' \/in n—oon + 1
takze fada konverguje absolutné.
d) PouZijeme odmocninové kritéruim. Plati | 1= | = —L-. Pak
1 1 1
A, {lan| = lim, \/nzn =oAL T2
protoze
1 1 1
lim 1 — lim 1 " elimn_mo %ln% — ehmn_,oo —n elimn_,oo % — e0 =1
n—oo n n—oo \n
tudiz fada konverguje absolutné.
e) Pouzijeme podilové kritérium.
BELHD™ | lndd ol V2
(1 +i)m 3 n 3
Rada konverguje absolutng.
f) Plati % = J-cosT +iz-sin’. Jenze fada 52, - cos T diverguje. Toto dokdZeme

pomoci limitniho srovnévaciho kritéria. Méjme a, > 0, b, > 0, lim,, ‘;—: = L. Pak
plati

o jestlize L < oo a ) b, konverguje, pak Y a,, konverguje
o jestlize L > 0 a ) b, diverguje, pak > a,, diverguje

Uvazme a,, = Tcos— ab, = \/—ﬁ. Pak
1 s
—=cos ™ T
L=limﬁf hmcos——1>0
n—oo —_ n—oo
vn
pricemz > >° f diverguje podle integralniho kritéria. Celkem tedy rada > .2, \/%» di-

verguje.
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Uloha 2.2. Rozhodnéte o konvergenci a uréete soucet fady 320, 5™ pro ¢ € R.

cos
2

Reseni. Plati cosnp = R (e"¥) = R (e'¥)”. Mame redlnou &4st geometrické fady 320, 2"

kde z := . Jelikoz [%°| = 3 < 1 a plat{ stejnd jako v R 3% 2" = ;- méme

1-2?

e'¥
2

io:eincp_ 12 2(2—e7¥) _ 4 —2cosp +2isingp
;1€ 2_¢r  (2—e %) (2—e¥) 5—4cosp

n=0 2

tudiz

icosncp_% 4—2cosp+2isingp\ 4—2cosyp
n 5—4cosyp "~ 5—4cosp

n=0

Uloha 2.3. Uréete, pro které hodnoty o € R konverguji fady:

=X

oo ein o 00 (a+1) ..... (a+n) n
a) Yol e b) Y, on D e
Resent.

foe) ein
a) Yoo ne

Pouzijeme Dirichletovo kritérium: Necht {b,}°° ; je monoténni nezdporna posloupnost.
Je-li posloupnost ¢asteénych souctt Y a,, ohranicend a b, — 0, fada Y a,b, konverguje.
Zde méme posloupnosti a, = e a b, := n% Posloupnost ¢asteénych soucti a, je

ohranicend, nebot
ik _
e 1 - 2 _ 2
e—1|~Jeé—1] V1—cosl

ab, =5 — 0proa>0.Proa <0 jelim, . e"n* = oo (kazdy ¢len lez{ na kruznici
se stfedem v 0 a zvétSujicim se polomérem) a pro a = 0 neexistuje lim,,_,, ™.

k

Z ein

n=0

Nebot ’Z—:| = nia, mizeme uzitim integralniho kritéria ukazat, Ze fada konverguje ab-
solutné pro a > 1. Celkem tedy fada konverguje absolutné pro a > 1, konverguje
neabsolutné pro a € (0,1] a diverguje pro a < 0.

Pro a < 0 je lim,,_, enn Y = 00, takze soucet diverguje. Pro o = 0 je limita rovna

1, suma také diverguje. Pro o € (0,1] je R(an) = - cosZ > L pro n > 3 a fada
diverguje podle prostého srovandvaciho a integralniho kritéria. Pro a > 1 je |a,| = n%,
tudiz fada konverguje (absolutné) opét podle integralniho kritéria.

C) ;.1021 (oe+1)~:r-l~!~(a+n) in

Je-li o > 0, je ‘(O‘H)n&ﬂ = W > 1. Na okolf nuly s polomérem ; se

nenachdzeji zddné Cleny posloupnosti. Proto nula neni hromadnym bodem (a tedy ani
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(at1)--- (a*ﬂﬂin

limitou) posloupnosti =

minku konvergence.

a Tada diverguje, protoze nesplinuje nutnou pod-

Nechf tedy je @ < 0. Mame ‘HZZI "‘T"'kln) = W Ke zjisténi konvergence pouzi-

jeme Raabeho kritérium: Necht a,, > 0 a necht existuje limita lim, ,,,n (1 — a;—:l) =

=L € RU{£o0}. Je-li L > 1, fada Y a,, konverguje, pro L < 1 fada diverguje a pro
L =1 nelze rozhodnout.

V nadem pifpadé méme 122l = L”H takZe

|an| n+1
) a+n+1 . nn+l—a—-n-1) . —na
11mn<1——)=11m = li = —«a
n—00 n+1 n—00 n+1 n—oom 4+ 1
piidem? —a > 1 pro a < —1, pro néz fada konverguje absolutné. Cislo o = —1 je
kotfenem kazdého z []}_, O‘T““, méme tedy pro @ = —1 (absolutné konvergentni) nulovou

fadu. Rada konverguje absolutné pro a < —1. Navic vime, Ze pro a € (—1,0) maze
rada konvergovat jediné neabsolutné.

Pro a € (—1,0) pouZijeme Dirichletovo kritérium. V nasem p¥ipadé méme posloupnosti
a, :=1i"a b, = [}, "‘T”“ Hodnota >*_,i" € {i,—1 +1i,—1,0}, takZe je posloupnost
¢astecnych souctl a,, ohranicena hodnotou V2.

Posloupnost b,, l1ze zadat rekurentné tak, Ze b, = O‘T"'l a by = by - % Protoze
a € (—1,0),je 0 < b, < bpyi1 a b:il = &¥n ¢ (0,1). Potfebujeme ukazat, Ze b, — 0 pro

n — 00, k ¢emuz vyuzijeme nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Necht {a,}2, je neklesajici posloupnost s a, € (0,1). Potom [I22;a, > 0
pravé tehdy, kdyz Y22 (1 — a,) < +00.

Diikaz. Necht lim, ,oa, = L < 1. Potom [[?°;a, = 0a > (1 —a,) > >0 ,(1—
— L) = +o0.

Necht naopak a, — 1. Pak [];2; a, = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz InI];., a, = —o0, coz
je ekvivalentni podmince } 72 ; Ina, = —o0.

Protoze a,, — 1, jsou az na kone¢né mnoho ¢lenti vSechna a,, vétsi nez % Pro né je zlomek
% ohraniceny, takze > °° ; Ina,, = —oo pravé tehdy, kdyz > ; (a,—1) = —oo (limitni
srovndvaci kritérium), neboli }>°° (1 — a,) = +oc0. (dle https://qr.ae/pvgk06) [

V naSem pifpadé mame %% € (0,1) a 332, (1 — %) = Yol —2 = oo, takze
o0, %% =0 pro kazdé o € (—1,0).

Celkem fada konverguje absolutné pro @ < —1, konverguje neabsolutné pro a € (—1,0)
a diverguje pro a > 0.

A

1Cleny posloupnosti jsou od jistého indexu ndsobeny vidy kladnym é&islem. Poéitdme-li limitu, stadi
uvazovat jen je.
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Kapitola 3
Zaklady kalkulu v C

Komplexni funkce komplexni proménné odpovidaji zobrazenim R? — R2. Funkci f: C — C
miizeme pfifadit u, v: R? — R tak, Ze

f(2) = u(R(2), 3(2)) +iv(R(2), 3(2))

Je vidét, ze u = R(f) a v = I(f).
Obrécens, dvojice funkei u, v: R? — R zad4va komplexni funkci f: C — C piedpisem

f(z+iy) == u(z,y) +iv(z,y)

a vzajemna korespondence je jednoznacna.
Pripomeneme si definici limity funkce f: D — C, kde D C C je oblast, ma v zg € D
limitu L € C, jestlize

(Ve>0)(30>0)(|]z— 20| <dAzF#20=|f(2) — L| <¢) (3.1)

pak piSeme lim,_,,, f(2) = L.
Méme i definici pomoci okoli &. Okoli 0.(zp) konefného zy € C definujeme jako
mnozinu O.(z) := {z € C | |z — 29| < €}. Okoli O.(o0) pak definujeme jako O (o) :=
= {z eC ‘ |z| > %} JeSté pripomeneme, Ze 0. (z) je vnitiek kruhu se stfedem z, a polo-

mérem &, ktery oznacujeme K(zo,¢). Déle ryzi okoli bodu definujeme &7*(zp) := O.(2p) \
\ {20}. Podminku ({3.1)) lze pak psat jako

(Ve > 0) (36 > 0) (2 € Os(z0) N D = f(2) € CX(L)) (3.2)

kde jiz uvazujeme D C C a L € C (tedy mtize byt i 2o = 00).

3.1 Spojitost, limita a defini¢ni obor komplexni funkce

Uloha 3.1. Ukaite, %e neexistuje lim,_,o z,

37
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Reseni. Pocitejme limitu po dvou cestach. Nejprve po realné ose

. X .
lim—-=Iliml=1
z—0 z—0

z€R z€R
a nasledné po imaginarni ose
oy -y
lim = =lim — =lim—-1=-1
y—0 1y y—0 1y y—0
yeR yeR yeR

pricemz hodnoty jsou ocividné rizné. Hodnota limity zavisi na cesté, po které se k 0 blizime,
limita proto neexistuje. A

Uloha 3.2. UvaZujeme z = z + iy. Pouze s pomoci definice dokaZte
a) lim, ,, (az +b) = az + b, c) lim, 5 (22 +iz) = 4 + 2i,
b) lim, ,; ;(z +i(2z+y)) =1+1, d) lim, ,; 1 = —i.

Reseni. K feSeni této tilohy vidy uvazime € > 0 a najdeme n&jaké 6 = 6(¢) > 0 takové, ze
plati (3.1)).
a) Necht € > 0 je libovolné a |z — 2| < 8. Pak
e Jellia=0,je|b—b|l =0 < e a pfi libovolné hodnoté ¢ > 0 plati (3.1).
o Jellia#0,je|(az+b) — (azo + b)| = |a(z — 20)| < |a| |z — 20| < |a] d a zvolime-li
tedy d := ﬁ, plati (3.1)

b) Necht € > 0 je libovolné. Polozme z = z +iy a |z — (1 —1)| < d. Pak [x—1| < § a
ly+1ll<da

|(z+i2z+y)) — (1 +1i)| =
=|(z-1)4+i2z+y-1)|<|z—-1]+2z+y—1| =
=lz—1+]2z-2+y+1 <|z—-1+2]z—1+|y+1| <
<0+20+0=40
Zvolime-li tedy ¢ := §, plati (3.1)).

¢) Necht € > 0 je libovolné a |z — 2| < 4. Pak
|22 +iz — (4+20)| = |22 —4+i(z - 2)| <
<|Z—4|+lz—2l =]z 42z -2+ |2 -2 =
=|Z

24|z =2+ —2/ < (=2 +4) |z =2+ ]z —2| <
<(6+4)5+6=05(6+5)

Pokud je 6 < 1, je §(8 + 5) < 60. Zvolime-li 6 := min {1, £}, platf (3.1).
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d) Necht € > 0 je libovolné a |z — (—i)| = |z +i| < 4. Pak

_HGE+D] e+ 6
E {1

— —1| =

z

1 . _‘l—iz
z

JelikoZ |z +i| < 6, tak je-li 6 < 1, je 2| > 1, a tedy ﬁ < 2. Takze

L.
- —i
z

Zvolime-li § := min {%, %}, plati (3.1).

<i<26

2|

A
Uloha 3.3. Vysetfete existenci (a p¥ipadnou hodnotu) limity lim,_, %iz).
Reseni. Uvaime z =z +iy. Pak 22 = _2_ = 22 Predpokldejme, e hledans limita
existuje. Potom
§R 2
im P — m T i m Y
=0 2z @y)—00 22 +y?  (2y)—(00) 22 + y?

a existuji obé dvojné limity na pravé strané. Poéitdme-li vSak redlnou limitu

lim 2 yZhe im 2 __1
(@y)—(00) 22 +y2 ;:—;& 22+ k222 1+ k2
coZ zavisi na k. Proto limita neexistuje. A

Funkce f: D — R, D C R? je oblast, m4 v (g, yo) limitu L, jestliZe existuje nezdporn4
finkce g: [0,00) — [0, 00) spliiujici lim, o+ g(0) =0 a

|f(zo + 0cosp,yo + osinp) — L| < g(p)

pro kazdé ¢ € [0,27) a ¢ > 0 dostateéné mals.
Zejména je-li po transformaci do poldrnich soufadnic lim g ) (z0,40) f (2, ¥) = lim,_o+ h(0)g(¢),
lim, o+ h(0) = 0 a g(¢) je ohranicend pro ¢ € [0, 27), je lim s y)—(wo,y0) f(2,y) = 0.

Uloha 3.4. Vysetfete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim, o fﬂ
iy T Y

ReSeni. Vezméme z = z-+iy. Pak % = T Méme u(z,y) = T av(z,y) = T
Plati

T=p CoS 0C0S
=psin .
YRERY lim

T
lim w(z,y)= Ilm ——
(2,y)—(0,0) (@9) (z,)—(0,0) /22 + y? o0t 9

tudiz lim,_,q % neexistuje. A
|2|

=Cosp

R(22)

P .

Uloha 3.5. Vysetiete existenci (a p¥ipadnou hodnotu) limity lim,_q
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< . ; 2 .2 0 2 .2 3,2, 0 2 3
Reseni. Uvazme z = z + iy. Plati ER(Z ) = Ry t2iey) _ 22—y _ 2toayHolyty’) pyy

T+iy T+iy 2492
3 — zy? Sgﬁf:ﬁ lim 0%(cos® p — cospsin2p)
ey 0 0 B
= lim p(cos® ¢ — cos psin2p) =0
o0—0t
L By ey . @(—cos2psing +sin®p) _
(29)~(00) 22 4y o0 0 B
= lim o(— cos2ysin¢p +sin® ) =0
o—0t
") _ .
2
Ulohu lze Fesit i elegantn&ji. Protoze |§R|(:| ) < ||Z|| , Je
(22
0 < lim Lol < lim Il " —11m|z|—0
z—)O |Z| z—)O |Z| z—0
a lim,_,q %(52) =0. A

- (22
Uloha 3.6. VySetrete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim, .o e

2 2
Reseni. Protoze e* je spojité zobrazeni, plati lim,_,ge <z b glimeno SC . Uréime podobne
2
jako v ulozehodnotu lim,_,o (Zz ) Necht z = z+iy. Pak \’(zz ) — 8@ ;ﬁ_i;“my) 2% fz’/ —
— 21%2 vl Pak
2 lim 2%y =2 lim pcos? psin 0
(@.y)—(0,0) 2 + y? — Tt e peme =
2
. Ty
-2 lim ———— =2 lim pcos sin?p =0
(z.9)—(0,0) 2 + y? 0—0+ geosy ?
a lim,_,o %(22) = 0 (nebo bychom mohli pouzit stejné jako v tloze trik s absolutni

hodnotou). V kazdém pripadé lim, ,oe (f :

_eO=1_ A

Uloha 3.7. Vysetfete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim, o % (g -z

N
x|
—

Reseni. Plati

2i\z =z 2% 2z

1 <Z 2) ]. z —Z2 2= :z:—|—1y
=ty 1 z? —y® + 2izy — (¢® — y® — 2izy) 1 dizy 2xy "’;Z‘gﬁff

2% x? + 9y _2ix2+y2_w2—|—y2
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y—osing  20%C0S @sin g
= —5— = sin2p
0% cos? p + p?sin®
proto
_ T=pcCos ¢

lim 1 (E — z) T i Yy Y= Jim sin2¢p = sin 2

=021 \Z =z (z,)—(0,0) 2 + Y2 00+ v 14
tudiz limita neexistuje. A

Uloha 3.8. (nefefené) Vysetiete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim,_,,, ﬁ;, kde

a) 2o = 0 (vysledek: limita neexistuje), b) zp = 0o (vysledek c0).

Uloha 3.9. Spoditejte limity

a) lim, %, b) lim, (z—11)3'

Resent.
4

b) lim, ﬁ = 0o protoze lim,_,; (z—11)3 =0

Uloha 3.10. VySetfete existenci (a p¥fpadnou hodnotu) limity lim,_,., zR(2).

Reseni. Intuitivni p¥istup by fikal, Ze protoZe lim, . z = 0o a R(co) = oo, mélo by byt
lim, o R(2) = 00 a lim,_,, 2R(2) = 00-00 = co. JenZe neni pravda, Ze lim,_,, $(z) = oo.
UkéZzeme, Ze lim,_,, $(2) neexistuje.

i) Pfipustme, Ze lim, o, $(z) = co. Poté podle (3.2) pro kazdé 0,.(o0) existuje 5 (o0)
tak, Ze pro kazdé z € 0%(c0) je R(z) € O.(00). Vezmeme-li vSak y € R takové, Ze
ly| > 1, je iy € OF(0), ale R(iy) =0 ¢ O.(c0).

ii) Pfedchozi Gvaha ndm pomutze dokdzat dplnou neexistenci limity. Vezméme z, y € R
a pocitejme

lim ®(z) = lim z = oo
Tr—00 T—00

i, Rliy) = Jim 0=0

tudiz lim,_,., R(z) neexistuje.
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Dokéazeme, Ze neexistuje ani lim,_,, 2%(2). Pokud by existovala, byla by rovna lim,_, %éR (%) .
Pocitejme tedy

. 1 1 z=z+iy . 1 €T . $2 _ 1.'L'y
lig 3 (_> = im ———=lim 0
20z Az (@y)=00 T +iyx? + 1y (2y)-00) (2% + y?)?

nésledné
lim I . k2y? _1; k2 —
(z.9)—(0,0) (22 + y?)? hmz:_fg (k2y2+y2)2 — hm%;g Rz~ X
k#£0
a podobné
lim ——= =17 ky? k. _
(@y)—(00) (22 + y2)? hmﬂ;jkg (K22 72 hmgc;g P RS
k40
tudiz limita lim, ., 2R(z) neexistuje. A
Uloha 3.11. Dodefinujte funkci

f:C\{0}=C, f:z+— ]

v 0 (tj. uréete f(0)) tak, aby byla spojitd v bod& z = 0.

Reseni. M4-li byt f spojitd v 0, musf byt lim, ,o f(z) = f(0). Definujeme tedy f(0) :=
= lim, o f(2). Spocitdme jeji hodnotu. Plati

. T=Qcos ¢ . .
2R(2) 2=atiy T° +iTY y=psingp 0°cos’ @ +ip?cospsing

|| Vi 4y \/g200s2g0+g2sin2cp

= \/E(cos2 o +icos psin ) 2 g(cos? ¢ + i cos psin p)

tudiz
lig ZH2) e
z—0 | z|

a dodefinujeme f(0) := 0. A

lim p(cos? ¢ +icos ¢ sin ) =0
o0—0t

Uloha 3.12. Urdete defini¢ni obory nasledujicich funkei (chépanych jako f: C — C).
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a) f(z) = 42 ¢) £(2) = oo
b) £(2) = 2t ) 1) = 55550
Resend.
a) f(z) = %15 zde D(f) = C\ {£2}
b) f(2) = ity zde D(f) = C\ {1,-i}
C) f(z) = |zTi§§§()z)
Musi platit
2] — 2R(2) #0
|2| # 2%(2)
|2|* # 2R(2)?
R(2)? + S(2)* # 4R(2)?
3(2)* # 3R(2)?
X(2) # £V3R(2)

tedy D(f) = C\ {z € C| 3(2) = £V/3R(2)}.

__ 3lz|R(2)
d) f(2) = g5
Musi platit

takze D(f) = C\ {z € C | 23(2) = 5%(2)}

Uloha 3.13. UvaZme nésledujici funkce f: C — C. Urdete, kde jsou spojité.
a) f(2) = = b) f(2) = 55 c) f(2) = 25
Resend.

a) f(2) =

Funkece je spojitd vSude na C\ {#£i}. Pocitejme limitu v +i

. z i .
a9 /&
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takZe je spojitd i v +i. Spojitost f(z) v nekoneénu odpovidé spojitosti f (%) v 0. Funkce

1

. 1 . FEET Z__O
kﬁf(E)_£%1+§z_E%z%+1_0_0%+1

je spojita v 0, tudiZ celkem je f spojité na C.

b) f(z) = 55
Funkce je spojitd na C\ {:l:eig}. Pocitejme limitu

. . ;T
. z+1 i1+e's
hm_ﬂ 5 =00 =
2—tels 27 1 0

-1 (we)

takZe je f spojité i v +e'. Pro spojitost f v nekoneénu poéitejme

limz—>0%+i —limz-l_iZQ—()—0_|_—i02
L -1 =01-i2 T 1-i0?

tudiZ je f spojit4 na C.

Funkce je spojitd na C \ {0}. Poéitejme limitu

1
1m
z=0e? — 1

= 00 = £(0)

tudiZ je f spojité na C. Hodnota —1— neni definovan4, proto f neni spojita v co. Celkem

1
ez —1

je f spojita na C.
A

Uloha 3.14. Dokaite, 7e funkce arg je spojité vSude s vyjimkou zdporné reslné osy (a0,
kde neni definovand), tj. na C* \ R™.

Reseni. Pfipomefime, Ze (viz (1.1)))

'arctg% x>0

arctg4+m <0,y >0
arg z = arg(r +1iy) = Jarctg2 —m 2 <0,y <0
z=0,y>0
z=0,y<0

NIA WIR
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Jelikoz je arg z € R pro kazdé z € C (tj. R(argz) = arg z a J(arg z) = 0), je spojitost
arg z ekvivalentni se spojitosti v redlném oboru. Je ziejmé, Ze arg z je spojita uvniti jed-
notlivych kvadranti (diky spojitosti arctgw), jakoZ také na kladné poloose z (R*). Pro
r =0ay > 0 méme hodnotu 7 a limitnim pfechodem dostdvdme totéz, nebot

. . . Yy s
lim arg(z +iy) = lim arctg = = —
z—0t g( + y) z—07t & X 2
y>0 lib. y>0 lib. :,-f
T T
lim arg(z +iy) = lim |arctg LAY L
z—0" z—0~ X 2 2
y>0 lib. y>0 lib. ::

pfifem? y se miZe ménit — nechceme se bliZit jen po rovnobézkach s osou R(z). Podobné
pro z = 0 a y < 0 médme hodnotu —7 a

lim arg(z+iy) = lim arctg ¥y __

z—0t z—0t T 2
<0 lib. y<0 lib. =~
—00
. . . s T
lim arg(zx +iy) = lim |arctg Y _nl=2_n=_T
z—07 z—07 T 2 2
y<0 lib. <0 lib. =~
+o0

Na zdporné redlné ose mame hodnotu —7t (z pfedpisu pro z < 0 a y < 0, totéz co
limitni hodnota pro z < 0 libovolné a y — 07), zatimco

lim arg(z +iy) = lim |arctg Y +n|=m
y—0t y—0t X
2<0 lib. £<0 lib. ~~

0
tedy mé arg na zaporné Casti realné osy neodstranitelnou nespojitost prvniho druhu se
skokem délky 27, coz dokazuje spojitost arg na C* \ R™. A

Pozndmka. i) Stejného vysledku dosdhneme i s pomoci alternativniho vyjadfeni (1.1)),
tj.
arctg? >0

T —arctg? x<0,y>0
arg z = arg(x +iy) = { 2 8y T=0V

us

—§—arctg§ r<0,y<0
—7 z<0,y=0

Nicméné v obou pripadech jsme museli dopocitat arg z podle jednotlivych kvadrantti

v C. To je zptsobeno tim, Ze argz € [—m, 1), zatimco arctgw nabyva pouze hodnot
mezi —3 a 3. Tuto nevyhodu lze obejit pomoci polovi¢niho argumentu. Pro y # 0

mame situaci na obrazku 3.1l
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\
!

;’ ™ 0 ar R

v 0 |2l = V2T +¢?

Obrazek 3.1: Oba trojihelniky jsou podobné podle pravidla ,,SSS“. Oba jsou tudiz pravo-
1hlé a 1hel ¢ je rozpilen. Uhel « je také nahore.

Pak z pravotihlého trojihelniku s vrcholy (z,y), (z,0) a (|z|,0) plyne cotga = |Z|y_x,

tj. @ = arccotg Z=2. Jelikoz £ = T — , mame
m 2 = 2 ’

o T |z| — z vei+y?—z

9 = 5~ arccotg ” = arctg ”

nebot plati arctg a + arccotg a = 7, protoze arctg’ o + arccotg’ oo =
arctg 0 + arccotg0 =0+ 5 = 7.

=0a

1 1
1402 1402

Tedy celkem
2 arctg Vi y#0

Yy
0 y=0,z>0

—Tt y=0,r<0

p=argz

Je-lix >0ay— 0, pak

VZ? + Y* — T arctgec VIi+y’—x

lim 2arctg arctg | lim 2arctg0 =0 (3.3)

+ +
y—0 y y—0 Yy
>0 >0

1
o ) 2y
2 2 _ ‘ 22102
lim Y& TY 2 HQ Mep o 2Vete T ¥y 0 (3.4)
y—;00+ y 0 y_;00+ 1 y_;00+ \ /.’I;2 + y2 T

\/1'2 2—.'L'se'né'ao .
lim 2arctg+—y foiné Jak 0

y—0~ Yy
>0
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zatimco pro z < 0 a y — 0 dostaneme

Voo mare Voo e 2
lim 2 arctg Y T\ VY 2 I D) (iT_[) = 471
20 y y 2

tedy opét skok o délce 27t.

Analogicky mizZeme uvazit i jinou vétev funkce Arg. Potom plati:

Funkce arg,, z je spojitd v kazdém bodé C* s vyjimkou bodd na polo-
piimce vychazejici z pocatku s body o argumentu .

pfiCemz arg,, z znaci vétev Arg z pro kterou plati

arg, z € [p — 27, p)
Pak zjevné arg z = arg, 2.

Jesté zminime alternativni feseni, které se obejde bez déleni na kvadranty i polovi¢niho
argumentu. MiZeme se na situaci podivat z vice topologického hlediska. Funkce arg
je zobrazenim mezi topologickymi prostory C* a [—7t, 71) se standardni topologii.

Pro pfipomenuti: Spojitost zobrazeni mezi topologickymi prostory je definovana tak,
Ze Uplny vzor oteviené mnoziny je vzdy oteviend mnozina. Ekvivalentni podminka
rika, Ze uplny vzor okoli libovolného bodu musi byt opét okolim jeho vzoru. Ziejmé
tyto podminky staci overit jen na bazickych mnozinach respektive okolich.

Vezméme nejprve libovolné bazické e-okoli néjakého bodu ¢t € (—m, 7). Staéi navic
uvaZovat jen okoli tak malé, ze (t —e,t+¢) C [—m, 7r), uvazujme proto okoli dostatecné
malé, ale jinak libovolné. Jeho dplnym vzorem bude otevieny tihel

{gei‘p e C~

lp —t| <k, g>0}

coz je oteviend mnozina, kterd je okolim kazdého svého bodu. Vzor okoli libovolného
bodu t € (—m, ), které jisté obsahuje néjaké dostatetné malé bazické oteviené okoli,
je tedy opét okolim, protoze obsahuje pfislusny otevieny thel.

Bazickd e-okoli —mt (v [—7t, 7)) jsou mnoZiny tvaru [—7, —m+ €), € < 27. Jejich Gplné
vzory jsou pak uhly

{gei“" e C*

p€[-m—m+e), 0> 0}

které nejsou oteviené v topologii C*. Uplny vzor arg~' —m = R~ neleZi ani v jejich
vnitrku, vzorem okoli —7t tedy neni okoli Zddného bodu lezicitho na R™.

Celkem je arg spojity na vzoru (—7, ) = C* \ R™, coZ jsme méli dokdzat.

Poznamenejme jest8, Ze pokud bychom vzali argument jako funkci C* — S, byla by

spojitd vSude kromé nuly, kde ani neni definovand. OvSem to jest vykoupeno tim, ze
oborem hodnot neni interval, ale kruznice. Takovato funkce je dana pfedpisem 2z — =.

||
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3.2 Derivace funkce

Uloha 3.15. Necht z = z+iy a f(z+iy) = u(z, y) +iv(z, y). Urdete, kde mé f(z) derivaci:

*a) f(2) = R(2) b) f(2) =" d) f(2) =%
**a) f(z) =2—% *b) f(z +iy) = 22 + iy? e) f(z) =29(z) = (z —iy)y
f) flz + iy) = e%e¥ =
a) f(z) =2R(z) = (z+iy)z c) f(z) = % = e”(cos —y + isin —y)
Resent.
*a) f(z) = R(z)
7 definice:
(%(z))/ - Zh_’nzlo %(Zf’z : 2(20) - (wyy)l—if(go,yo) T+ i;—_;coo— iyo

neexistuje, protoze

. T — To
lim

Z’Jzyox-f-_}ki(t;—mo) T+ l(yO + k(-T — Z’O)) — X9 — 1y0 -

lim i = lim . _ !
e=z0 1 +ik(x — 1) — o 70 (1 +ik)(x —mo) 1+ik

Ulohu mtiZzeme vyfesit i pfes Cauchyho-Riemannovy (C-R) podminky. Zde u(z,y) = =
a v(z,y) = 0. Pak

U, =1 v, =0

uy =0 vy, =0

pfi¢emz u, = 1 # 0 = v, pro zadné z + iy € C, tudiz f(z) neni diferencovatelné pro
zadné z € C.

*¥*a) f(z2)=2—Z

Nejprve ovéfime C-R podminky: u(z,y) =z —z =0, v(z,y) =y + y = 2y,

u, =0 v, =0
Uy =2 vy, =0
pfi¢emz u, = 2 # 0 = —v, pro zadné z +iy € C, takZe f(z) neni diferencovatelnd nikde

na C.
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a) f(z) =2R(z) = (z +1iy)z
Ovéfime C-R podminky. u(z,y) = 22, v(z,y) = zy,

uy =0 Uy =T
Musf platit u, = 22 = r = v, a uy = 0 = —y = —v,. To nastane jen pro z = y = 0.
Funkce muze byt diferencovatelnd jen v bodé (0,0). Pak
s 2R(z) -0 B
£(0) = lim ——-— = lim R%(z) = 0

vvvvvv

b) f(2) = |2I” odtud f(z +1iy) = 2> + v%, u(z,y) = 2* + ¢*, v(z,y) = 0.
Ovérime C-R podminky

Uy = 20 v, =0
Uy = 2y vy =0
a musi platit u, = 22 = 0 = v, a uy = 2y = 0 = —v,, coz je jen pro x = y = 0. Pak

plati
1'(0) = u4(0,0) +iv,(0,0) =0
pricemz primym vypoctem dostaneme totéz.

2 —
£(0) = lim P i Z —timz =0
z—=0 Z z—0 2 z—0

Poznamenejme, 7e |-|> : R — R je diferencovateln4 na celém R, zatimco |-|* : C — C je
diferencovatelna pouze pro z = 0.

*b) fz +iy) = 2* + iy?

Pfes C-R podminky jsou u = 2%, v = 92,
U, = 2% v, =0
uy, =0 vy =2y
a Uy = vy pro ¢ =y (v, = —u, kdekoli). Funkce f(z) je tedy diferencovatlend pouze na

pfimce {z + iz | z € R} a plati f'(z) = u, + iv, = 2z.

C) f(Z) = %a f(x+1y) = ;Hl_iy = xQ-T—yQ +iw2__i_yy27 u(x,y) = x2wTy2’ 'U(x7y) = _ﬁ7

y? — 2 2y

T = (@2 + 12)? Vg = (@2 + 12)2
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50
w— . 2my o - YT
Y (.’E2 + y2)2 Y (.'122 + y2)2

—ug, tudiz f je komplexné diferencovatelna

pfiemZ u, v € C! a zjevné u, = vy, v,
na D(f) = C* a plati

y? — z? . 2zy

fl(z) =up +iv, = @ 1 7)? + 1(x2 )
_ (z — iy)? B 11
T (tiy)e-1)? (e+iy? 2

Stejného vysledku zde dosdhneme dosazenim x =z a y =0

v -z =5 -2 1
(x2 +y2)2 T4 2
d) f(Z) = %7 f(x+iy) = z_liy = m2_ﬂl,c_y2 +iw2+y2’ u(x,y) = ﬁa ’U(:L‘,y) = ﬁa
212 2xy
Ty TPy
2y . 21/
vy=1—
Y x2+y2

Uy = —$2 n y2

a C-R podminky neplati nikde, f neni komplexné diferencovatelna nikde na C.
2

e) f(z) =23(2) = (z — )y, u(z,y) = zy, v(z,y) = 7,
Uy =Y v, =0
Uy =T vy = —2y
a C-R podminky plati pouze pro x = y = 0. Pocitejme
zy —iy® (ey—iy?)(@—iy) _ . = 2y—y -2’z
2 + 12 (z,9)~(0,0) z? + y?

lim — =
(z,y)—(0,0) T + 1Yy (z,y)—(0,0)
poté polarni substituci x = pcosp, y = gsiny, o > 0, v € [0,2m) redlnou a imagindrni

Cast

3 2 3.3
. p°cos”psiny — p°sin’ @
lim =0
o—0t 92

3 .9
. g cospsin“y
L

tj. f/(0) = 0 — 2i0 = 0.
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f) f(z +iy) = e®e ¥ = e®(cos —y + isin —y), takZze u = e® cosy, v = —e®siny,
u, = e"cosy v, = —e”siny
— T o1 _ xT
u, = —e"siny v, = —e” cosy

odtud u, = v, pravé tehdy, kdyz e* = 0 nebo cosy = 0; u, = —v, prévé tehdy, kdyz
€” = 0 nebo siny = 0. Musi byt tedy cosy = siny = 0. Toto nenastane nikdy soucasné.
Tudiz f neni nikde na C diferencovatelna.

A
Uloha 3.16. Je-li funkce f komplexné diferencovatelns v bodé z, pak plati
1 (20) = ug + ivy
Urcete f'(20), je-li z vyjadfena v poldrnich soufadnicich, tj. z = r(cos ¢ + isin p).
Reseni. Pomoci pravidla pro derivovéani slozené funkce u(r cos ¢, r sin ¢) dostaneme
Up = ULy + UylYr = Uy COS Y + Uy SiN @

podobné
Up = Uy COS @ + Uy Sin ¢

Chceme u,, v, vyjadfir s pomoci 4z, u,. S vyuzitim C-R podminek méme

Up = Ug COS P + Uy sin @ odtud u, cos p = u, cos? @ + uy cospsin

Ur = Uy COS Y + Uy Sin ¢ = —u, coS ¢ + U, sin ¢ odtud v, sin p = —u, cos sin ¢ + u, sin? ¢
celkem
Uy COS P + U, Sin @ = u(cos? p + sin’ ) = u,

Podobné

U, $in ¢ = U, sin ¢ cos ¢ + u, sin’ ¢ .
9 ) odtud u, sin ¢ — v, cosp = u,
U COS (0 = —1U,, COS”  + U, Sin ( coSs

Takze

f'(20) = ug + ivy = uy — iuy, = u, coS p + v, sin ¢ — iu, sin g + iv, cos p =
= u,(cosp —isin ) + v,(sinp +icosp) =
= u,e”¥ + iv,(—ising + cos p) = (u, + iv,)e ¥
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Uloha 3.17. Funkci f: C — C lze krom? tvaru f(z) = u(z,y) + iv(z,y) vyjadiit také
pomoci polarnich soutradnic jako
f(z)=U(r, ) +iV(r, ¢)
Ukazte, Ze pro komplexné diferencovatelnou funkci f v bodé z # 0 plati
ou _ 19V ov. 10U

ar  rdp o rop
(toto jsou vlastné C-R podminky pro z v polarnich soufadnicich). A jak vypadé Laplaceova
rovnice v polarnich soufadnicich?

Reseni. Plati (vyuZiva se, %e z = r(cos p + isinp))

o Of 02 .
Ur+1Ve = o= = f(2) 5 = f(2)(cosp +isiny)
~ _of . 0z . .
U, +1iV, = B —f(z)&p = f'(2)r(—sinp +icosp)
Proto
. Of Of . : :
1r§—%=1r(Ur+1V})—U¢—1V¢=

= f'(z)r(icosp —sinp) + f'(2)r(—sinp +icosp) =0
oddélenim redlné a imaginarni ¢asti dostaneme
rU, —V,=0 -V, —U,=0

z ¢ehoz plynou pozadované rovnosti.

Podobné jako v Dusledku 3.7 skriptech [I, strana 20] bychom mohli ukézat, Ze splnéni
téchto C-R podminek je spolus U, V € C! je postacujici pro (komplexni) diferencovatelnost
funkce f v bodé z # 0.

Popiseme Laplaceovu rovnici. Mdme rovnosti

g
or
Ur+rU,, = ‘/mp _T‘/T‘P = U‘P‘P

rU, =V, -V, =U,

dyp

Kombinaci méame
—(Ur +rUy) = Uy

kde prevodem na pravou stranu dostaneme Laplaceovu rovnici v polarnich souradnicich
2
°Upr + 71U, + Uy = 0

Podobné mame
TV + 1V 4+ V4 =0
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Uloha 3.18. Necht f: C — C spliiuje C-R podminky v K (0, R) a polozme g(z) := f (R;)
pro z € C \ K(0, R). Ukazte, Ze g spliiuje také C-R podminky (v polarnich soufadnicich).
(Bod je symetricky k z vzhledem ke kruZnici |z| = R; s timto se jesté potkdme v pfipadé
R =1, coZ je kruhova inverze, viz tlohu [5.1})

Reseni. Vyuzijeme pfedchozi cviceni Polozme f = U(r, p)+iV(r, ¢). Protoze arg% =
= argz, mame g(z) = U (R72, CP — iV (RTZ,QD). PoloZenim g(z) = P(r,¢) + iQ(r, p) pak

s vyuzitim retézového pravidla dostaneme
oP R? R? oP R?
= —T—2U1<7,€0) o U2(77<P>
862 R? R? 0Q R? R?
o 72‘/1(7""> o = T\ ¥

kde U;, V; pro i € {1,2} znadf pfislusné parcidlni derivace funkci U, V vzhledem k i-té
proménné. Jelikoz ale f spliiuje C-R podminky, musi podle pfedchoziho cviceni platit

1 1
UI(T’ 90) = ;Vz(’l”, 90) Vl(’r’ 90) = _;U2(Ta <P)

, 2
Nahrazenim r za RT dostaneme

oP R? R? R? r R? R? 10Q

= ‘ﬁ“( , ’*0) —‘r—zﬁ”(wﬂ) —‘;V2< . ’9") = o

0 R? R? R? r R? R? 10

a—Q =N (—w) =—— =5 U. (—,w) = ——U2< ,so) _ 190
T T T T T T

tj. funkce g také spliuje C-R podminky pro z v polarnim tvaru. A

Uloha 3.19. Uvazme funkci f(z) = w = R(cost + isint) pro z = r(cosp + isin ).
Ukazte, Ze pro z # 0 a w # 0 a diferencovatelnou funkci f plati

rOR _ oy l@ 81/)
Ror 3g0 R Op "or

(toto jsou C-R podminky pro z a f v poldrnich soufadnicich).

Reseni. Plati

g = aa—]:(cos¢+isin¢) + R(—sinv +iCOS¢)?9_1f
g—z; = g—];(cos¢+isin¢) + R(—siny +iCOS¢)g_1£
Proto
% - g_S]; = T@(ICOSQ/J —sin) + rR(—isiny — cosd})g—z/j
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_ g_i(cosd) +ising) + R(—sin¢ ‘HCOS"/))%

= ir%(cosz/) +isiney) — rR(cos® + isin w)g—f
- %(cosd) +isiney) — iR(cos 9 + ising/))g—:g

Op
_ . . OR oy OR . 0Oy
= Sc0s¢ -I;l sin zb)/ <1r o rR&p 80 + 1R8<p>
#0

Z predchoziho cviceni |3.18 ale vime, Ze ir% — g—f = 0. Proto diky w # 0 mame
©

z ¢ehoz po oddéleni realné a imaginarni ¢asti ziskdme pozadované rovnosti. A

3.3 Holomorfni funkce

Uloha 3.20. Naleznéte mnoZinu, na které je funkce f holomorfrni.

a) f(z) =2z +3i b) f(z) =sinz
Resend.
a) f(2) =2z +3i = 2v/22 + % + 3i, u(z,y) = Va2 + y?, v(z,y) =3,
Uy = _r v, =0
R CE= .
_ Yy _
R =l

tj. C-R podminky plati pouze v z = 0. Jiz odtud vidime, Ze f neni holomorfni v ZAdném
bodé C. Navic

i 2vx? +y? + 31— 3i ) 2(z —iy)
lim - = lim —==
(z,y)—(0,0) z +1iy (z,9)=(0,0) /22 + y?

ale po polarni substituci z = pcos p, y = gsinp, o > 0, ¢ € [0, 27) vidime, Ze neexistuje
limita redlné casti
20cos ¢

lim

= 2cos
0—0Tt 0 v

takze neni f ani diferencovatelnd nikde na C.
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b) f(z) =sinZ pak

i(z—iy) _ o—i(z—iy) y+iz) _ o—(y+iz)
. e e e e
fz+iy) = % = % =

eY(cosz +isinz) — e ¥(cos —z + isin —z)

- o =
(¥ —eY)cosz +i(e? +e7¥)sinx
2i
eV +e? eV —e™ : o
= —f —sing—i——p—cosz = coshysinz — isinhycosz

tedy u(z,y) = coshysinz, v(z,y) = —sinhycosz a

u; = coshycosz v, = sinhysinz

uy = sinhysinz vy = —coshycosz
tedy musi platit coshy = 0 nebo cosz = 0; a zarovén sinhy = 0 nebo sinz = 0. Toto
nastane pouze pro (z,y) = (75‘ + km, 0), k € 7Z, coz jsou izolované body (v nichz je
dervace nulova). Funkce f neni holomorfni nikde.

A

Uloha 3.21. Ukajte, 7e vztah mezi funkei u a funkei harmonicky sdruZenou je antisy-
metricky, tj. v je harmonicky sdruzena s u pravé tehdy, kdyz —u je harmonicky sdruzena
S v.

Reseni. Necht v je harmonicky sdruzend s uw na néjaké oteviené mmnoziné D C C, tj.
f :=u+1iv je holomorfni na D. Pak ale —if je holomorfni na D, tj. —iu 4+ v = v — iu, coz
znamena, ze —u je harmonicky sdruzena s v. A

Uloha 3.22. Necht f: C — C je holomorfni na C. Ukaite, Ze totéZ plati i o funkci f(Z).

Resend. Jelikoz f je holomorfni, maji u a v spojité parcialni derivace (libovolného fadu) a
plati u, = vy, u, = —v,. Polozime-li g(z) := f(z) = 7(z,y) + iw(z, y), pak

f(z) = U(.’E, _y) + i’l)(.’l?, _y) = U(.’E, _y) - i’U(.’IJ, _y)
tudiz
T(.’L’, y) = U(.’L‘, _y) w($7 y) = —'U(QJ, _y)
Zjevné maji 7 i w parcialni derivace a plati
0
T2(2,Y) = us(z, —y) = vy(z, —y) = (9_y(_v(x’ —y)) = wy(z,y)
7y(2,y) = —uy (2, —y) = vz(z, —y) = —wa(z,y)

tudiz g spliuje C-R podminky a je spojita, takze je holomorfni. A
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Uloha 3.23. Najdéte holomorfni funkei f(z) takovou, Ze u(x,y) = R(z+iy) = 22 —y> + 2.

Reseni. Nejdifve ovéfime ,harmoni®nost® funkce u. Plat{ uy, +u,, = 2 — 2 = 0. Funkee f
musi spliiovat C-R podminky
Uy, =2r+1=uv,

odtud v = y(2z + 1) + C(x). Poté
vy =2y+C'(z) =2y = —u,

takze C'(z) = 0 a C(z) = C konstanta.
Druhé moznost ke zjisténi v je pocitat

v= /2ydy + C(y) =2zy + C(y)
a kombinaci rovnosti pro v dostaneme

y(2x + 1)+ C(z) =2zy + C(y)
C(z) =C(y) -y
C(z) = C konst.

Mize se vSak stat, Ze vypocet jednoho z integrali je komplikovany. Tento postup pak nelze
pouzit.
Naleznéme pak funkci f(2)

f(z)=fle+iy) =2 —y* + 2 +i2zy +y + O)

kde C € R. Vezméme z = z a y = 0. Pak f(z) = 2° 4 z +iC. Musime ovéfit to, Ze f(2) je

skutec¢né hledané funkce. Jediny vzdy korektni postup je z = %E ay= 5= A
Uloha 3.24. Najdéte holomorfni funkei f(z) takovou, Ze
vz, y)=z+y—3 f(0) =-3i

Resend. Plati v, = 1 = u,, odtud u = z+C(y), pak C'(y) = —1a C(y) = —y+C, C € R.
Pak
fe+iy)=z—y+C+i(z+y—3)=2+C+i(z—3)

a pak f(0) = =3i+ C = =3i, tedy C = 0. Tudiz f(z) = z + iz — 3i. A
Uloha 3.25. Najdéte holomorfni funkei f(z) takovou, e v(z,y) = In(z® + y?) — 22 + 32
Reseni. Nejprve ovéifme, Ze v je harmonicks.

2 4x? 2 49
Vgg + Vyy = -

—2 - 2=0
x2 + y2 (xQ + y2)2 + 1'2 + y2 (xZ + y2)2 +
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TakZe mame
2y

”y=m2+y2+2y=u“’
odtud
_ 2y o1 Y . Y
u= - +2ydz = 2y—arctg = + 2zy + C(y) = 2arctg = + 2zy + C(y)
ety (] T T
takze
1 —2x
=2 —— 2 C'(y) = 2
Uy 1+Z_§< 2>+ z+ C'(y) AT
—2z , —2z
o 2—i—2x+C(y)—x2+yz+2w

C(y) = C konst.

Pak f(z +iy) = 2arctg £ + 2zy + C +i(In(2® + 3*) — 2® + 3*), y # 0. UvaZme = = 0. Pak
f(iy) =i(lny®* +9?) + C, C € R. Odtud y = —iz a f(z) = ilog(—2?%) —iz% + C. A

Uloha 3.26. Najdéte holomorfni funkei f takovou, Ze u(z,y) = 727 na C\ {0}.

Reseni. Funkce u je diferencovatelnd na R?\ {(0,0)} a plati

z (m2+y2)2_ Y y_(xz_}_yz)z_ z
neboli v, = (xz +y2)2 Pak
Y s=z2+y? . -1 T
v—/vydy——/mdy ds=2ydy+0(x)_x/ d3+0( ) —x2+y +C(.’I))
a dale
72 4 2 — 22 2 _ 2
Ve = 2y 2 2y +C'(z) = y2 2\2
(22 +y?) (22 +9?)
C"(m) =

tudiz v = ﬁ + C. Celkem

y .z

fleti) = mrp Tiare T
dosazenim y = —iz, £ = 0 mame
—iz
fle)=—5+ C——+1C
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a plati
Flaotiy) =—— 4 vyt iyt 2my
@ +2)?2 (22 +y?) (@2 + 12)2
_ix2—2ixy—y2 _ (z — iy)? =_'E_2:_i
(@2 + y2)? (22 + 422 52,2 22

Uloha 3.27. Najdéte holomorfni funkei f(z) takovou, Ze u(x,y) = e*(z cosy — ysiny).
Reseni. Funkce u je diferencovatelna a harmonicka
Uz + Uyy = €°(z +2) cosy — e"ysiny + e”(—z — 2) cosy + e"ysiny =0
takze
u, =e"(rcosy —ysiny) + e”cosy = e”((1+ z) cosy — ysiny) = v,
tedy

v—/ ((14+z)cosy —ysiny)dy + C(z) = e"((1 + x)siny — siny + ycosy) + C(x)
=e’(zsiny +ycosy) + C(x)
a odtud
v, = €*(zsiny + ycosy) +e*siny + C'(z) = —e”(—zsiny —siny — ycosy) = —u,
C'(z)=0
C(z) = C konst. € R

tudiz

e”(zcosy —ysiny) +ie®(xsiny + ycosy) + iC
= e”((z +1iy) cosy + (ix — y) siny) + iC

= e’((z +iy) cosy + (z + iy)isiny) +iC

= (z +iy)e”(cosy +isiny) +iC

= (z +iy)e” Y +iC = 2¢* +iC

flz+iy) =

Uloha 3.28. Najdéte holomorfni funkci f(z) takovou, Ze
a) u(z,y) = 2?2 + y* b) u(z,y) = 3 In(z?+y?) na mnozing C\ {0}

Resent.
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a) Takovéato funkce neexistuje. Funkce u neni harmonicka:
Upp + Uy =2+2=4#0

Ukézeme, Ze skutecné neexistuje holomorfni funkce f takovd, ze R(f) = u. Pokud by
takova funkce existovala, existovala by funkce v: R? — R harmonicky sdruZeni s wu,
tedy

Uy = 2T = vy Uy = 2y = —Uy

pak
v= /Zxdy = 2zy + C(x)

v, =2y + C'(z) = =2y = —u, C'(z) = 4y

coz neni mozné, protoze C(z) je funkei pouze z. Toto je pfimy dusledek toho, Ze funkce
u neni harmonicka.

b) Pfipomeneme, %Ze méme-li harmonické funkce u, v na D C R?, pak je-li u+iv holomorfni
funkce na oteviené mnoziné D, je v harmonicky sdruzena s u. Vztah je antisymetricky,
tj. je-li v harmonicky sdruzend s u, je v harmonicky sdruzend s —v (viz cviceni [3.21)).

Nase otazka tedy v obecnosti patra po existenci harmonicky sdruzené funkce na ote-
viené mnoziné D. JenZe obecné je odpovéd zéporné. Napf. pfimo naSe funkce u(z,y) =
= 1In(z* + y?) je harmonickd na R?\ {(0,0)}
2 _ 2 2 _ .2
Y -z z’ —y
TT = =0
Uz + Uyy (2% + 42)? + (22 + 422

a je redlnou Casti funkce f(z) = logz = u(z,y) + iarg z (viz pfednéska, Kapitola 5.6)
kterd je holomorfni napfiklad v kruhu K(1,1) = {z € C | |z — 1| < 1}. JenZe polomér
kruhu K nelze zvétsit, proto funkci f nelze holomorfné rozsifit na C \ {0}. Neexistuje
vSak jina funkce?

Pfipustme, Ze ano, tj. Ze existuje v takové, Ze f = u+iv a f je holomorfni na C \ {0}.
Pak z C-R podminek mame

o Y

uz:mzvy Uz:x2—+y2=—’vx
pak
T )
v= | ——dy =arctg= + C(z
/x2+y2 Y gx+ (z)
a
-y ! Yy
r = O = - = —
v m2+y2+ (x) pEa Uy
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C'(z)=0
Cx)=CeR

tedy f(z +iy) = 3 In(z® +y?) +iarctg £ +iC. JenZe mé-li byt f holomorfni na C\ {0},
musi zde byt také spojitd. Pak musi v byt spojitd i na jednotkové sféfe |z| = 1. Pfi
pohybu z (1,0) do (0, 1) proti sméru hodinovych rucicek, je £ — oo, takze ze spojitosti
plyne v(0,1) = 7§ + C. Soucasné pfi pohybu z (—1,0) do (0,1) po sméru hodinovych
rucicek je £ — —oo, takZe ze spojitosti plyne v(0,1) = —F + C, coz je spor.

Tento piiklad ukazuje, e k dané funkci u harmonické na oblasti G C R? obecn& ne-
musi na G existovat harmonicky sdruzend funkce (uvedeny pfiklad je asi tim nejcastéji
uvadénym v této souvislosti).

Nicméné situace naStésti neni tak tragickd. Nésledujici véta (Véta 3.15 z prednasky)
ukazuje, Ze kazda funkce harmonickd na oteviené mnoziné je lokalné redlnou (imagi-
narni) ¢asti néjaké holomorfni funkce, tj. pro kazdy bod existuje okoli, na kterém pro ni
existuje harmonicky sdruzend funkce (kde se okolim rozumi jednodusSe souvislé oblast).
Dikaz véty sice nedava presny navod, jak takovou funkci zkonstruovat, ale to jsme
jiz vlastné ucinili v predchozim pfikladu a zname ho z feSeni exaktnich diferencidlnich
rovnic — jde o kmenovou funkei k totdlnimu diferencidlu —u,(z,y) dz + u,(z, y) dy.

Véta. Necht G C C je jednoduse souvisld oblast a funkce u je harmonickd na G. Pak
na G existuje harmonicky sdruZend funkce v, pricemz tato funkce je urcena jednoznacné
aZ na aditivni konstantu.

Diikaz. Viz skripta, Véta 3.15. [

Vsimnéte si, Ze mnozina C \ {0} v pfedchozim pfikladu neni jednoduse souvislé, takze
tato véta nemize zarucit uspéch (a my jsme ukdzali, Ze to ani nelze).

Ukazali jsme, Ze pro funkci
. 1 2 22\ s Yy
flx+1iy) = §ln(x +y°) +i (arctg; +C’)

by byl problém s osou (z), tj. £ = 0. Funkce v neni na této ose ani definovana. Pak
tedy pro body na této ose neexistuje harmonicky sdruzend funkce? Podle Véty 3.15
existovat musi. ,Problém* je totiZz v postupu. Vypocetli jsme v(z,y) pomoci [ u,dy.
Lze samoziejmé pouzit i druhou moznost, tj.

Y
v(z,y) =/—uydx:—/x2+y2 dz =

=—/ dt =—arctg§+D(y)
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Pak
1 T , z
Uy = — 2(——2)+D(y)=x2 2 = Uz
z +
1+(5) \ Y v
T T
D'(y) = ——
-T2+y2 (y) w2+y2
D'(y)=0
Dy)=DeR

Funkce v = —arctg § + D pak mé , problém* pfi pfechodu pfes osu y = 0, tj. R(2) (coz
ukézeme analogickymi argumenty jako pro v = arctg £ + C'). Nicméné pro okoli bodi
na (z) (vyjma pocatku) tato funkce funguje prefektné, tj. celkové

e na S(z2) je v(z,y) = — arctg £ + D,

 na R(z) je v(z,y) = arctg £ + C,

o uvnitf jednotlivych kvadrantt si miizeme vybrat z obou variant (ale vzdy pak v
existuje jen na okoli, do néjz nepatii prislusné osa),

e v pocatku takova funkce neexistuje, libovolné jeho okoli obsahuje body obou os
(také zde neni definovand funkce u).

A

Pozndmka. Toto cvieni také ukazue dalsi moznod!| komplikaci ve vypoétu v pomoci po-
stupu

v = /uz dy + ¢(z)

vy = —/uydx+1/1(y)

V naSem piipadé mame

porovnanim ziskdme ¢(z) nebo ¥ (y).

T
arctg % + ¢(x) = — arctg v +¥(y)

Y Xz 7T Y
— = t— _= — —
Y(y) — o() Mch+y 5 580

tudiz ¥ (y) — ¢(x) = konst. a ¢ = C, ale budeme to védét vzdy?

'Kromé naro¢nosti vypoétu obou integrali.
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Kapitola 4

Funkéni a mocninné rady

Mocninnou fadou v C rozumime soudet Y02, a,(z — 20)", kde a, € C, 2y € C. Cislo
zo se nazyva stfedem konvergence fady. Pro kazdou mocninnou fadu v C existuji ¢isla

0 < R < R' takova, ze >o°  an(2—2p)™ konverguje na K (zy, R) a diverguje na C\ K (2o, R').

Oznacme
ri= liin_> solip M
Pak R = % Existuji-li prislusné limity, pak navic plati
An+1
an

—_ ] n
r = lim, {flan|

r = lim
n—oo

Obecné plati vztah

Qn+1

Hminf |a41]an < Uminf {/]a,| <7 = liin_)S;jp lan| < 1iin_>S£P

Déle pro konvergenci (funkénich a) mocninnych fad plati stejné kritéria jako u fad Eisel-
nych.

Uloha 4.1. Uréete polomér konvergence R nésledujicich mocninnych fad.

a) Yoli o d) ¥olo 52" g) oo 2"

b) ¥ Z_T: e) X :_r!»zn h) 302, (3+ (=1)")" 2"
c) Y% nn" f) S, 2™ i) ¥ (n+a™)z",a>0
Resent.

a) Yol %

Gn =1, lim, o {/L=1aR=1

63
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b) co 2"

n=0 gl

=

1
n!?

|~

LI = limy oo — =0a R= 00

Gy = =, lim, o T Pl
ni

(o] non
C) n=1T"%2
a, =n", lim,_,, vn" =lim, ., n=00a R=0

d) o izn

n=0 2n
i) +1 _ 1
—n ] 2n — T n — —
an = 5, limg, 00 o= lim, ;oo 5 =58 R=2

e) 00 ﬂzn

n=1 nn
' (nt)t
—_n 7 (ntn)n T _ 1. o 1 1 _
an = nn) llmn—mo —:_;1 = hmn—)oo (nt1)m limn_mo(l—i—%)n =3 aR=c¢e¢
f) > om0 Zm
Plati
0 n#k!
an, =
1 n=k!
odtud
n 0 n#kl
|an| =
1 n=k!

a limsup {/|a,| =1, pak R = 1.
g) Z’;.LOZO on zn!
Plati

0 mn#k!
ay, =
2k n =kl

odtud

=72 n=Ek!

. 0 n# K
V |a‘n| =3 = ok —
pak limsup {/|a,| = limsup *"%/2=1a R=1.
h) 302, B+ (=1)")" 2"

an = (3+ (=1)")",

4 2dél
{lan] =3+ (1) ={ .

2 2mnedélin
pak limsup {/a, =4a R =}
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i) > (n+a™)z", a>0
Zjevné a, = n + a". Ulohu si rozdélime na dva p¥ipady
e a<1l,pakn<n+a”<n+1aplati
1= Jlimg < limg Yo tan < lim Vot 1=1
tudiz lim,, oo vV/n+a”=1a R=1.
e a > 1 pak a” > n pro dostateéné velka n, pro néz pak plati a” < a” +n < 2a™ a
tudiz
a= lim vVa* < lim v/n+a* < lim v2a" =a
n—00 n—00 n—o0
alim, . V/n+a*=aa R="=>
Celkem R = min {1, %}

A
Uloha 4.2. Uréete polomér konvergence pro fadu
Z (n|)2 n
z
(2n)!
Resend. Plati
1| (m+1)H2(2n)! (n+1)2 . n+l norcp 1
a, | (2n+2)! (n1)2 (2n+2)2n+1)  2(2n+1) 4
takze R = 4. A

Uloha 4.3. Uréete polomér konvergence fady
S 1 io\"
min(l—e)” (z —° )

pro a € R\ nZ.

Reseni. Plati

1 n 1
= 1- = lim -
n—)oo (’I’L + 1) (1 eia)""‘ln ( e ) | n—00 "I’L +11 — el

no 1 1 —cosa+isina _
‘ 1— el n—>°°n+1 1—cosoz—isina'1—cosa+isina'_
1 —cosa+isina 1 —cosa+isina _
' (1 — cosa)? + sin® « ‘

1 —2cosa + cos?a +sin?
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_‘1—cosa+isina‘_ (1 — cos)? sinfar
N 2—2cosa - \4(1—cosa)?  4(1—cosa)?
1 |(Q—-cosa)?+sin’a 1 [2—2cosa 1
2 (1 —cosa)? T2 l—cosa "2 1—cosa 2|s1n
takiie R = 2|sin §|. A

Uloha 4.4. Dokaite, 7e Y% konverguje pro |z| < 1.

n=1 (n+1)
Reseni. Pro |z| <1 a pro ka?dé n € N dostaneme

2" |z|" 1 1
= < < —
nn+1)| nn+1) " nn+1) ~ n?

pfiemz fada Y00, & konverguje (integralni kritérium), takze

2 <Y S <
= n(n+1)' —n;nz >
a Yol ner Dy +1) konverguje na |z| < 1 absolutné. A

Uloha 4.5. Uréete obor konvergence fady

> (z+2)" 1
;::1 (n+ 1)34r

Reseni. Plati
i": (z+2)"1 i (z+2)"
oot n +1 34n - = (n + 2)34n+1

Uréime nejprve polomeér konvergence. Poc¢itdme hned

3qn+2 3
P g (VTR (n+3) 4
n—oo (n 4 2)34n+1 n—=00 \n + 2

tj. fada konverguje absolutné na K(—2,4). Na mnoziné |z + 2| = 4 madme

(z+2)"
(n + 2)34n+1

_ 1
© 4(n+2)3

pricemz > >° 3 konverguje podle integralniho kritéria. Tudiz naSe fada konverguje na
K(-2,4). A
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Uloha 4.6. Uréete obor konvergence mocninné fady

Reseni. 7 cvideni @) méme R = 2 a na K(0,2) fada konverguje absolutné. Zbyva
vytesit kruznici |z| = 2. Zde plati

lim |~ 2" = lim 2" = lim n = 0o
n—oo | 2N n—soo QN n=6o
tudiz zde fada diverguje. Oborem konvergence je tak pouze K(0,2). A

Pfipomeneme dvé vyznacna kritéria konvergence ¢iselnych, funkénich i mocninnych fad,
kritérium

Abelovo Necht {b,}°°, je monoténni nezédporna posloupnost. Je-li 3" a, konvergentni
fada a {b,} ohranicend posloupnost, fada Y- a,b, konverguje.

Dirichletovo Necht {b,}32, je monoténni nezdporna posloupnost. Je-li posloupnost ¢és-
tecnych souctl > a, ohranicena a b, — 0, fada Y a,b, konverguje.

Uloha 4.7. Uréete obor konvergence fady

[es) 3n 26
> o =02+022 42+ 02" +02°+ = + -
—n 2
Reseni. Plati
' 3 Bn , ,
lim - —| = lim =)z‘=|z|
n—oo | + 1 z3n n—oo | + 1

tedy fada konverguje absolutné pro |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1.Uréime, jak se fada
chovd na |z| = 1. Nekonverguje zde absolutné, protoze zde v absolutni hodnoté prechdzi
na harmonickou fadu. Na jednotkové sféfe miZeme jeji prvky vyjadfit ve tvaru z = e'%.
Maéame

iegwn—ilco 3n —I-ii1 in 3n
n=1 n _nzln ° 4 n:lns 4

Pro ¢ = %lm’t dostdvame harmonickou fadu, kterd diverguje. Pro jind ¢ fada konverguje
podle Dirichletova kritéria. Plati lim,,_, ., % = 0. UkaZeme ohranicenost posloupnosti ¢as-
teCnych souéti cos 3ny a sin 3ny, respektive obecnéji cosnp a sin ny. Oznaéme

Cn = COS @ + cos2¢p + - -+ + cosny
Sp i=sinp +sin2p + --- 4+ sinnyp

Vezméme pak

g :=cosp+ising



68 KAPITOLA 4. FUNKCNI A MOCNINNE RADY

pak podle Eulerova vztahu
q" = cosnp +isinngp

Kombinaci predchozich dostavame

q" -1
cn+isn=q+q2+-~+q"=qq 1
Odtud porovnanim reélné a imaginarni ¢asti dostaneme
cos "t sin 2o 1
Cn = @ |cn| < :
sin 3 )sm 52‘—”
sin 2 psin 2o 1
Sp = —2 |sn| <

P
sin B

¢imz je dokézana ohraniéenost castecnych souctt fad Y2, = cos 3npad e, sin 3ne.
Celkem fada 3,7, “~ " konverguje na K 0,1) { 1, 1 + 1‘[} pricemz absolutne kon-
verguje na K(0,1). A

Uloha 4.8. Necht p € {£1,—2}. VySetfeme konvergenci pro
[e.e]
Z nPz"
n=1
Reseni. Plati a,, = n?. Potom
— 15 n — i n — i n p — 1P —
r=Jlim, {loal = Jim, ¥oF = Jim (¢/0) =17 =1
a R = 1. Rada pro viechny p konverguje na K(0,1). Uréime konvergenci na hranici.
a) p=1 méme > >°; nz". Pro |z| = 1 plati |nz"| — oo, tudiz fada neni absolutné konver-

gentni.

Pro z € {+£1, +i} fada ocividné diverguje. Pro z # +1, +i je pro kazdé n € N |R(nz")| >
> 1 nebo |¥(nz")| > 1, tudiz vzdy R (352, nz™) nebo i (322, nz™) diverguje. Celkem
tedy fada diverguje.

Jiny moZny dikaz divergence fady na |z| = 1 je pfimo spocitat limitu lim, ., nz".
ViZdy n-ty ¢len posloupnosti lezi na (prévé jedné) kruznici se stfedem v 0 a polomérem
n. Proto v kazdém okoli nekonecna lezi nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti a neni tézké
si rozmyslet, Ze 0o je (jedingm) hromadnym bodem, tj. limitou, této posloupnosti. Rada
tedy nesplnuje ani nutnou podminku konvergence.

Oborem konvergence je K(0, 1).
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b) p=—2 mame Y02, 2;. Pro |z =1 je

1
—2"
n2

1

n2

pfiemz Y~ % < +o0. Rada konverguje na K(0,1).
¢) p=—1méme Y22, £ na |z| =1, tj.

mgo

pro ¢ € [—m, ). Je-li ¢ =0, mdme harmonickou fadu, o které vime, ze diverguje. Pro
¢ # 0 fada konverguje podle Dirichletova kritéria pro posloupnosti a €™ (viz cvideni
) Plati lim,,_,oo ~ =0 a posloupnost ¢dstecnych souctii el je ohramcena

io| | o1 —€" 2 2 _ 2 11
B 1—ele | = |L—ele| \/(1 — cos )2 + sin? ~ V2—2cosp |sin¥
tudiz fada konverguje na K(0,1) \ {1}.
A
Uloha 4.9. Uréete obor konvergence pro fadu
i (=1
oyrd nlnn
Reseni. Mame
1 1 1 v .
r = lim nlnn| =" lim _nntl vie lim 7 =1
n—oo | (n+1)In(n+ 1) n—ooln(n+ 1) +1 noo o
a R = 1. Rada konverguje absolutné na K (0, 1).
Vysetfime chovani fady na |z| = 1. Pro z =1 dostavame alternujici fadu > .2, nhll):,
ktera konverguje podle Leibnitzova kritéria (lim, o —— = 0). Pro z takovd, Ze z° = —1

naopak méame > >° , nlnn ktera diverguje podle integralniho kritéria, nebot

/oo—dt [ln|lnr|]oo=oo—lnln2=oo
2 tlnt 2

Nyni pro |z| = 1 ostatni médme z = €', ¢ # —m,—%,0, 5 a dostaneme Fadu

— (_1)n 3ing
> e

—nlnn
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na kterou aplikujeme Dirichletovo kritérium pro posloupnosti lnn (limy, 00 nﬁm =0) a
(—1)"e%"#, kterd mé ohrani¢enou posloupnost &asteénych soucti
n o 1 -1 neBimp 2
Z(_l)ze&up — e61g0 + ( )3. < 5 —
i=2 14 e |1—|—e‘</’|
2 _ 2 1

\/(1+cos3g0)2+sin23go  V2+2c0s3p ’cos%f’

tudiz fada zde konverguje. Véimnéme si, Ze zlomek na konci je definovan jen pro ?12‘3 # 5+
+ k7, tedy pfesné pro ¢ # —, —3, 3, tedy 23 = —1.

Celkem fada konverguje na K(0,1) \ { 1, 1 +i¥? } Absolutné konverguje pouze na
K(0,1). A

Uloha 4.10. Urdete soudet fady S0 ne" =2+ 2224323 +-
Reseni. Plati 302 2" = ;--. Odtud derivovénim

inz”_ = L
=1 S (1-2)2
— n—1 z
zy n" =
N =r
i ne" =
n=1 a (1 - z)2
A
Uloha 4.11. Urdete soudet fady X2, (—1)"nz".
Resend. Plati %0 ,(—1)"2" = ¥ o(—2)" = ﬁ Odtud derivovanim
Scipmrt =L
= o+
i z
"yt = ————
n=1 (1 + Z)2
A

Uloha 4.12. Ukaite, 7e funkéni (nikoli mocninna) ¥ada

2n

z=: —|—Z"+Z5n

konverguje na K(0,1).
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Reseni. Protoze |z| < 1, plati

)z" + z5”| < 2" + 2" < 2]

— | + 2 > =2 (4.1)
a odtud -
@1
2420425 22— o4 25| = 2= 2| B 22 12)
pak
zzn |z|2n
24 2zn 425" T 2(1—|z])
takze , )
| A S
=2+ 2+ 25| T 21— Jal) 21— [2D2(+2])
a fada na K(0,1) skuteéné (absolutné) konverguje. A
Uloha 4.13. Ukaste, 7e fada
ad 1 1
NE=H
m\z—n n

konverguje pro kazdé z € C \ N. Uka’te, Ze konvergence je stejnomérnd na libovolné
kompaktni mnoziné v C neobsahujici zddné z € N.

Reseni. Pro z =0 je tloha trivialni, mdme pouze nulovou fadu. Déle

1 1 z
z—m n n2(1—§)

Pro libovolné z € C existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ny plati

z 1
<z
2
Pro libovolné n > ny mame
B PR T H P s
N R S N |

Proto fada konverguje absolutné. Necht K je kompaktni mnozina bez bodi z N. Tu lze
vlozit do uzaviené mnoziny

LR]
Ko:={z€C||zl <R}\ U{2 € C| |z —ny| <¢;}
j=1



72 KAPITOLA 4. FUNKCNI A MOCNINNE RADY

kde bereme R ¢ N a n; jsou takova, Ze |n;| < R a ; > 0 jsou dostate¢né mald. Vezméme

Ny takové, ze N% < % a napisme

N R M E T R o E i)

n=1 n=1 n=N+1

pro néjaké N > Ny. Prvni suma je konend a mé konecny soucet, nebot v K nejsou
pfirozend ¢isla menzi nez R. Z (4.3) vidime, Ze ¢leny druhé strany jsou ohraniceny vyrazem
%?, a tedy tato fada konverguje stejnomérné na K, tudiz i na K. A

Uloha 4.14. Najdéte fadu takovou, Ze

n=1
konverguje pro kazdé k € N a
Z |zn|k
n=1
pro kazdé k € N diverguje.
Reseni. Takovou fadou je napiiklad fada s z, = lf(’;—lf{) A

Uloha 4.15. Necht z, € C takové, Ze R(z,) > 0, 3z, konverguje, 3 22 konverguje.

v v . 2 . . . v/ o Vv Ve . Ve
Ukazte, Ze pak i Y |z,|” konverguje. Dejte protipfiklad, pokud z, muZe mit i zdpornou
redlnou cast.

Reseni. Necht z, = z, + iy,. Pak x, > 0, a tedy
> z,konverguje, pak Y z2 < 00 (4.4)

nebot z2 < z,, < 1 pro dostatecné velkd n (konvergence implikuje lim,, . z, = 0). Protoze
> 22 konverguje konverguje i

> R(z,) = (7, — ) <00

a tedy také rada

= (@h—ym) +2> =D (e +vn) = 2 |al
konverguje.
Kdyby R(z,) byla libovolnd, pak by (4.4) nemusela platit. Napf. pro =, = % S xn,
konverguje (Leibnitzovo kritérium), ale 3" z2 je harmonicka fada, kterd diverguje.
Obecnéji, pro z, = %, n € N pro ¢ € R takové, e ani ¢ ani 2¢ nejsou nésobky 27
(napi. ¢ = %), pak opét 3 z, konverguje a

D=2

konverguje. Oviem |2z,| = L a 3 |z,| divergyje. A

e2mcp

n



Kapitola 5

Elementarni funkce

5.1 Linearni a linearni lomena funkce

Uloha 5.1. Geometricky interpretujte linerni a linedrni lomenou funkei (zejména kruhové
inverze) jako zobrazeni komplexni roviny na sebe.

Resend. Lineérni funkei rozumime zobrazeni f: C — C dané vztahem
f(z)=az+b (5.1)
kde a € C\ {0} a b € C jsou dand ¢isla. Pak zfejmé f(C) = C a f(o0) = o0 a f je
holomorfni na C. MuZeme psat az + b = |a| a2 +bneboli f = fyo foo fi, kde
fi(z) == —= fa(2) = |al 2 fa(z) =b+z
tj. mizeme psat f jako sloZeni tii ,, jednodussich“ zobrazeni. Jaky je tedy jejich geometricky
vyznam?

i) Ziejmé |fi(2)| = |2| aarg o = arga. Jellio € Argaa § € Argz, pak o+ € Arg fi(z),
takze fi je rotace v C o thel a. Navic fi(o0) = co.

ii) Zobrazeni f, pfifazuje bodu z + iy € C bod |a|z + i|a|y, tj. fo je homotetii (stejno-
lehlost{) se stfedem v pocéatku a koeficientem |a|. Kromé toho opét fa(00) = oo.

iii) Zobrazeni f3 pfifazuje bodu z+iy € C bod z+R(b) +i (y + (b)), tedy je to translace
(posunuti) v C urcend vektorem b = (R(b), (b)) . A zase f3(c0) = oo.

Tedy linedrni zobrazeni f: C — C vyjadiené vatahem (5.1) se sklad4 z rotace o thel
a € Arga, homotetie s koeficientem |a| a translace o vektor b.
Linearni lomena funkce f: C — C je urcena vztahem

_az+b
ez +d

f(2)

73
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a b
c d

konstantni funkci). Pro ¢ = 0 mame linedrni zobrazeni. Pro ¢ # 0 definujeme f (—g) =

az+b
cz+d

pro z € C, kde a, b, ¢, d € C jsou dana cisla splnujici det( ) # 0 (jinak méme

= lim, , 4 f(2) = oo a zdrovenn f(oo0) := lim, o
c
d
c\{-4}.
Snadno (pfimym vypoctem) se muzeme presvéddit, Ze slozeni dvou linedrné lomenych
funkci je opét linedrné lomend funkce, tj. mame-li

= 2. Funkce f je holomorfni na

_az—l—b ()_Az—l—B
Ccz+d 9\  Cz+D

f(2)

je

_afEE+b  a(Az+ B)+b(Cz+ D) (aA+bC)z+aB+bD

flg(2)) = BB 14 c(Az+B)+d(Cz+D) (cA+dC)z+cB+dD

Podobné je f~! opét linedrni lomen4 funkce.

_az+b

w_cz+d

(cz+d)w=az+b
z(ew —a) = —dw+b
dw+b
w—a

Linearni lomens, funkce je homeomorfismem C — C (tj. spojitou otevienou bijekci). Je-li
c # 0, pak
az+b  %cz+d)+b—2% 4 b—

cz+d cz+d C=E+m
a f=fsofz0fyofi,kde
filz) =cz+d £2(2) :%
o= = =)o

Zobrazeni f; a f4 jsou linearni, f3 je symetrie vzhledem k reilné ose a f; je tzv. kruhovd
inverze. Jaky je geometricky vyznam kruhové inverze?

Pro z € C\ {0} je |f2(2)||2] = 1, pro a € Argz je —a € Arg 1, takZe o € Arg fo(2).
Kromé toho f»(0) := 0o a fa(c0) := 0. Pro body z € 0K (0,1) (tj. na jednotkové kruznici)
mame f5(z) = z. Odtud tedy jiz snadno vidime, Ze body z a f5(z) jsou symetrické vzhledem
k jednotkové kruznici 0K (0,1). Jak fo(2) ziskat pouze pomoci pravitka a kruzitka? Névod
je na obrazku [5.1

Zobrazeni zprostiedkované linedrni lomenou funkci se nazyva homografickd (téz Mo-
biova) transformace (nebo jen homografie). Plati napf., Ze obrazem zobecnéné kruZnice
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|
N
|
|
)
,// S
N
w
W~

(a) Bod z lezi vné kruZnice. (b) Bod z lezi uvnit¥ kruznice.
Postup konstrukce: Postup konstrukce:
1) polopfimka z pocitku prochézejic 1) polopfimka z pocitku prochézejic
bodem 2z bodem 2z

2) te¢ny k 0K (0,1) prochazejici bodem 2) kolmice na 1)) z bodu z

2
3) spojnice priise¢ikt [2) a 0K (0,1) (tj.

3) urCeni bodd dotyku — to je prunik nalezeni bodi dotyku) s poc¢atkem
teCny a kolmice k teéné prochazejici _ oL
potatkem 4) kolmice na [3) (tj. teény)

1 . o v/ v/
4) bod 1 lezi v priniku spojnice bodd 5) bod £ je prisecik prlmek
dotyku 3) a Jedn4 se vlastné o zpétny postup k
protoZe f(f2(z)) = =.

Obrazek 5.1: Konstrukce kruhové inverze bodu z pomoci pravitka a kruzitka.

skrze f je opét zobecnénd kruZnice (a zejména je to pfimka tehdy, a jen tehdy, obsahuje-li
vychozi zobecnénd kruznice bod —2). A

Uloha 5.2. Urdete obraz

a) kruZnice, na niz lezi body —i, i a 1, v zobrazeni f(z) = £&;

z—1
z+1"

b) mnoziny {z € C | ¥(z) = 1} v zobrazeni f(z) =

Reseni.

a) Hleddme obraz jednotkové kruznice, coz bude opét zobecnéné kruznice. Staci urcit, kam
se zobrazi body, které urcuji pavodni kruznici. Mdme f(—i) =0, f(i) = oo a f(1) =1i.

Obrazem tedy bude pfimka obsahujici body 0, i a 0o, coz je imaginarni osa.

b) Uvadime dva postupy FeSeni.
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i) Hleddme obraz zobecnéné kruznice v linedrni lomené funkci f(z) = bude jim

zobecnéna kruznice. Na jeji urceni zobrazime tti body:

. i—1 )
. — =
f YT '
PTG Lt i _1 2
N 1 — — —1
1+i+1 241 55
“14i-1 i-2
C 1t ie - —1+9i
foml4ie gy = ta

z+17

Tudiz obrazem piimky (z) = 1 bude kruznice. Nalezneme jeji stied zo + iyo a
polomér r pomoci feSeni soustavy rovnic pro stfedovy tvar kruznice

2+ (1 - ) =)

1 2 2 2 9
(5-2) +(5-w) =r
(1—20)® + (2 —yo)? = r*)

w(2)+y(2,—2y0+1=r

-~

xo—gwo—l—%-l-yo—gyo-l-%:

T —2z0+ 14+ y5 —4dyo +4=1r")

2 1 4 4
xg—gwo—i-%—w%—i-yg 5y0+2—5 y0+2y0—1—0
Ta—2x0+1—zi+ys—dy+4—ya+2y—1=0
2 6 4
—— —==0
srot sl T 5

—2a:0—2y0+4—0
—21170 + 6y0 4
—2a:0 - 2y0 —4
8@/0 =8

a odtud zpétnym dosazovanim zo = 1 ar = 1. Obrazem je tedy kruznice |z —1-i|=
=1
ii) Pfevedeme si f do kanonického tvaru
z—1 2z4+1-2 2

= = =1_
f(z) z+1 z+1 z+1

a vyjadfime si ji jako sloZené zobrazeni. Postupné zobrazujeme mnozinu {z € C | &(z) =

=1}

(S =1 SE) =103 {lz+il=1} B3 {|z-i| =1} H {le - 1-i =1}
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kde pfi zobrazovén{ v 2 jsme zobrazili body i — —2i, 14+i— 1—ia —14i— —1—i
a odtud je vidét, Ze obrazem je kruZnice se stfedem v —i a polomérem 1.

Mnozina {z € C | ¥(z) = 1} se tedy zobrazi na {z € C | |z —1—i| =1}.

A
5.2 Exponencialni funkce
Uloha 5.3. Vypoététe hodnotu el
Reseni. et = el(cosm +isinm) = e(—1+ 0i) = —e A

Uloha 5.4. Zobrazte ve funkci e* mnoziny viech z € C takovych, Ze
1. ¥(2) =C,kde C € R
2. R(z) =0 (tj. osu I(z))
3. R(z) =C, kde
(a) C>0
(b) C <0
4. z=a+if, kdea<0a B eR

Resend. Ptipomindme, Ze e = e®™¥ = e®(cosy + isiny), tj. funkce e* pfitadi &islu = + iy
¢islo w, kde |w| =€® a y € Argw.

1. Prvky $(2) = C, C € R, maji tvar z + iC, z € R. TudiZ absolutni hodnota obrazu
bude libovolna kladné e”, argument bude vzdy stejny C. Obrazem bude polopfimka
z pocatku, kterd s kladnou poloosou z svird thel C, mnoZina R*(cos C' + isin C).

2. R(2) = 0 (tj. osu J(2)) tvoii iy, y € R. Tyto body se zobrazi na e°(cosy + isiny),
jednotkovou kruznici.

3. R(z) =C, kde

(a) C>0
(b) C <0

Tyto body se zobrazi na kruZnice s polomérem e, ktery bude v [3a] vét$i nez 1 a v
mensi nez 1.

4. z=a+if, kde @ < 0 a € R se zobrazi na K(0,1) \ {0}.

Nacrty mnozin se nachéazeji na obrazku [5.2 A
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R
&
R
&

(a) Vzorové mnoziny (b) Obrazy mnozin

Obrazek 5.2: Naért mnoZin vzorovych (5.2al) a jejich obrazi (5.2b)) v zobrazeni e*. MnoZina
a jej{ obraz jsou zaznadeny stejnou barvou (ve cvideni modfe, 2| Cervené, [3| zelené
a[d vyplnéné Zluts).

5.3 Goniometrické a hyperbolické funkce

Uloha 5.5. Vypodtéte

a) cos(2 +1) c) sinh(1 — i)
b) sin 2i d) cosh(—1—1i)
Resent.

a)

241 Qi) 4 gmi@H)  o142i | ol-2i
cos i) = - =
2 2
_ e !(cos2+1isin2) +e(cos2 —isin2)
— 5 -
cos2+isin2 +e?cos2 —e?isin2 1+ ¢€? 1—e2 .

= 9% = 9% cos2+i sin 2

b)
o2 _ omi2i o2 _ o2 1—et et 1
sin2i = = = —i =i

2i 2i 2e2 2e2
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sinh(1 — i) = el —2e_(1_i) _ e(cos1—isinl) —2e_1(cos 1—isinl) _
2(cos 1 — isin1) — (cos 1+ isinl 21 oy
_e (cos isinl) — (cos1 +isin ):e ol i +e .
2e % o
d)
cosh(—1 — i) = e_l_i2—|— el*! e !(cosl —isin 1)2+ e(cosl+isinl) _
1—isinl 2 1+isinl 2, 21
_cosl—isinl+e’(cosl+isinl) e+ s 418 i

Uloha 5.6. Vyieste sinz = 2.
Reseni. Uvazme z = z + iy. Re§ime rovnici pro z a y

sin(z + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sinz coshy + icoszsinhy = 2 + 0i
Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti ziskame soustavu rovnic

sinx coshy = 2

coszsinhy =0
Nejprve fesime cos z sinhy = 0 pravé tehdy, kdyz cosx = 0 nebo sinhy = 0.

e Pokud sinhy =0, pak y =0 a coshy = 1 a sinx = 2, coz neni mozné.

« Pokud cosz =0, pak z = J+km, k € Z. Pak sinz = (—1)* a (—1)* coshy = 2 FeSime

rovnici
coshy = (—1)*2
eV +e?
2
1
0<e’+— =(-1)"4
ey

= (—1)*2

odtud k musi byt sudé, tj. z = 7 + 2km
e —4e¥ +1=0
substituce p = e¥

p’—4p+1=0
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4j:\/216—4:4j:2\/ﬁ:2i\/§

D12 =
zpétna substituce
eV =2++3
y = In(2 £ V/3)
Dohromady méme z = ¥ +iln(2 + v/3) + 2k, k € Z. A

Uloha 5.7. Vyfeste sinh z = i.
Reseni. Vezméme z = z + iy. Pak

Z__ a—Z 1
sinz = % =3 (e“’(cosy—}—isiny) —e %(cosy — isiny)) =

= sinhx cosy +icoshzsiny =0+ 1i

Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostaneme soustavu rovnic

sinhzcosy =0

coshzsiny =1
Resfme sinh z cosy = 0, tedy musi nastat jedna z moznosti
e sinhz =0, pak coshz = 1, tudiZ musi byt siny =1ay € 5 +2km, k€ Z

e cosy =0, pak y = (2k +1)7 a siny = (—1)*. Mus{ platit coshz = (—1)*, coz mize
byt jediné pro k£ sudé. ReSime

coshz =1

e 4+e”*
=1

2

1
e+ —=2

e.’l)

substituce p = e”

1
pt—-=2

p
pPP—2p+1=0
(p-1)=0
pi2=1

zpétnou substituci x = Inp

z=In1=0
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Dohromady méme (z,y) = (O, (4k + 1)%), tj. 2 = i5 + 2kmi, k € Z. A

Uloha 5.8. S vyuzitim komplexni funkce e* dokazte

sin (n—|—%)z
Sstcosz+---Fcosnzg=———"—~5"—
2 2sm§z

S v s’ ’ . ijz —ijz v
Resend. Plati cos jz = <—5—, takze

1 & 1 . 1 .2
3 + Zcosjz =3 Z ev* = §e_mz Ze“z =
j=1 j=-n Jj=0
1 . etz _ 1 i(n+d)z _ g-i(n4d)z sin (n + %) p
= _e_lnz i = iz iz = . 1
2 e? —1 2(e5 —e_E) 2sin 52
A

Uloha 5.9 (Putnamova sout&?, 46. roénik, 1985, dloha A5). Necht
27
I, ::/ cos(z) - cos(2zx) - - - - - cos(mz) dz
0
Pro kterd m € {1,2,...,10} je I,,, # 07
Resend. JelikoZ e'¥ = cos ¢ + isin ¢, mame dle Moivrovy véty

o m ikx —ikx
Imz/ 11 <i) dz = 2™
0

21
i(e1+2e2+++mem)x
5 Z / e dz
k=1

6k=:|:1 0

kde suma probihd pres 2™ m-tic (e1,...,&m) pro ey = £1. Prot € Z je

M 27 t=20
/ erdr =9, . on
0 ;%] =0 t#0

Tudiz I,,, # 0 pravé tehdy, kdyz pro néjaka e = £1 mame
€1 +2+ - +me,, =0

V takovém pripadé potom

1
0281+282+---+m€m51—|—2+---+m=% (mod 2)

a tedy m(m + 1) = 0 (mod 4), z ¢ehoZ médme m = 0 nebo m = 3 (mod 4). Konkrétné,
je-lim =0 (mod 4), pak

0=1-2-3+4)+05B-6—-7+8)+---+((m—-3)—(m—2)— (m—1)+m)
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a je-lim =3 (mod 4), pak
0=(142-3)+(4—5—-6+7)+(8—9—10+11)+---+((m—3) = (m—2)— (m—1)+m)

Proto I,,, # 0 pravé tehdy, kdyZz m = 0 nebo m = 3 (mod 4). Toto je splnéno pouze pro
m € {3,4,7,8}.
Alternativné lze tlohu fesit (zde pouze nazna¢ime) pres Fourierovy fady. Funkce

f(z) := cos(z) - cos(2x) - - - - - cos(mz)

je spojita a 2m-periodicka, takze

f(z) =ao+ i ajcos(jz) + i b sin(kx)

j=1 k=1
Pak tedy hledame m tak, aby ag # 0. Podobnym zptisobem jako vySe muzeme ukazat, ze
i) by =0 pro kazdé k € N a
ii) a; = 5=, kde p je pocet zptlisobii, kolika lze j vyjadiit jako soucet
€1+2e+---+me,, =0
kde €1, €9, ..., € = £1,

proto pouze kone¢né mnoho a; je nenulovych a plati

aO—I-Zaj:l

Jj=1

Uloha 5.10. Zobrazte funkei sin z mnoZiny viech z € C takovych, Ze

L. R(z)=73,3(2) >0

2. R(z) =—5,3(2) <0
3. R(z) =0 (tj. osu I(2))
4. R(z) = C, kde

(a) C€(0,3)
(b) C € (-5,0)
5. S(z) = C, kde
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(b) C<0aR) e [-%,3)
6. 3(z) =0 a R(2) €[5, 3] (&. interval [-Z, 7))
Resend.

L. R(z)=73,3(2) >0
Plati sin(z + iy) = sinz coshy + icoszsinhy. Zde madme z = § + iy, y > 0. Proto
Q(sinz) = 0 (cos 5 = 0) a R(sin(z)) = sin 5 coshy = coshy. Obrazem bude redlny
interval [1, 00) (obor hodnot redlného hyperbolického kosinu).

2. R(z) =—75,3(2) <0
Obdobné jako v |l mdme 2z = —7 +1iy, y < 0, takZe sinz = sin —7 coshy + icos —
—3siny = — coshy. Obrazem bude reélny interval (—oo, —1].

3. R(z) =0 (tj. osu X(2))

Mame cisla tvaru z = iy, y € R, tj. siniy = sin0coshy + icos0sinh y = isinh y. Ob-
razem bude iR (kde R je obor hodnot redlného hyperbolického sinu), tedy imagindrni
osa J(2).

4. R(z) = C, kde

(a) C€(0,3)
(b) C € (-3,0)

V obou piipadech dostaneme sin(C'+it) = sin C cosh t+i cos C'sinh t, v R? pak dvojici
(sin C cosh ¢, cos C'sinh t). Toto je parametrizace hyperboly
72 y?
sin?C  cos2C

se stfedem v (0,0) a hlavni poloosou [sin C|, pfi¢emz v 4aj mdme sinC < 0 a v
sinC > 0 (vidy cos C' > 0). V [4a] mdme tedy rameno hyperboly s z < 0, v 4b| pak
to druhé. Pokud se konstanty C' v |4a] a |4b|1iSi i v absolutni hodnoté, dostaneme dvé
ramena ruznych hyperbol, ale vZdy bude to v 4a/ ,nalevo* od ¥(z) a naopak.

5. 3(2) = C, kde
(a) C>0aR(2) € (-3,3]

(b) C<0aR(z) e [—g, g)

(M)
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V obou pifipadech médme sin(t +iC) = cosh C'sint + isinh C cost, ekvivalentem v R?
budou body (cosh C'sint,sinh C cost), tj. parametrizaci elipsy

.’I,'2 y2

cosh® C * sinh® C
se stfedem v (0, 0) a hlavni poloosou cosh C (ten (redlny) je vZdy absolutné vétsi nez
hyperbolicky sinus). Cela elipsa v8ak bude obrazem obou mnozin (pokud se jejich
konstanty C' lisi pouze znaménkem, jinak dostaneme ,horni“ a ,dolni“ ¢asti dvou
elips). V mame ty body elipsy, které maji y-ovou soufadnici kladnou spolec¢né
s bodem (cosh C, 0), naopak v [bb| madme body se zdpoornou y-ovou soutfadnici a bod
(—cosh C, 0).

=1

X(z) =0aR(z) € [—g, %‘} (tj. interval [—g, g])
Komplexni sinus se na realné ose shoduje se sinem redlnym, tudiz obrazem bude
[—1,1].

Néacrty zobrazovanych mnozin jsou podobné jako v cviceni zobrazeny na obrazku

A
| 3(2)
SR
| R(z)
e x
2 2
-1/ #‘)
(a) Vzorové mnoziny (b) Obrazy mnozin

Obrézek 5.3: Naért mnoZin vzorovych a jejich obrazti v zobrazeni sin z. MnoZina,
a jeji obraz jsou znadeny vzdy stejnou barvou (ve cviceni modie, [2| &erveng,
zelend, [4. oranzové, [5| fialové a[6] rizove)

5.4 Logaritmus

Pfipomindme definici komplexniho logaritmu jako (iplné) inverze exponencidlni funkce.
Pro néj plati

Logz=In|z| +iArgz

a jeho hlavni vétev urcujeme vztahem

logz =1In|z| +iargz

Uloha 5.11. Vypoététe hlavni hodnoty (tj. s arg z € [, 7))
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a) logi d) log(—2 + 3i) g) log(2 + 3i)
b) longj;i e) log(1+1) h) log (eig)
c) log(2 — 3i) f) log(—2) *h) Log (eig)
Resen.

a) logi=1In1+iargi =i}

b) log%i = ln1+iarg17j:2i = +if
c) log(2 — 3i) =Inv/3 +iarg(2 — 3i) = In/3 — iarctg 3
d) log(—2+ 3i) =In+/3 +iarg(—2+3i) =Inv/3+i (7t — arctg %)

e) log(1+i) =Inv2+iZ

f) log(—2) =In2 —

g) log(2+ 3i) =Inv/3+iarg(2 + 3i) = In+/3 +iarctg 3
log< %) Inl+i =i3

*h) Log (e%) =i + 2kmi, k € Z

Uloha 5.12. Ukaite nésledujici identity pro funkci Log:
Log(z122) = Log 21 + Log 2o Log? = Log z; — Log 2,
2

1
Log = = —Logz Log 2" = Logz+---+ Logz # nLogz
VA ~ ~~

kde operace na pravé strané bereme mnozinové, tj. napf. A+ B:={a+b|a € A,be€ B}.

Reseni. Uvazme Loge$* = I. Protoze plati Loge? = z + 2kmi, mame Log e'°8* = log z +
+ 2kmi a tedy Log 2z = Log z + 2k a pak I = Log 2z ve smyslu mnozinové rovnosti.

V R plati Ine* = a. Jaka je situace v C? Jiz vime, Ze Loge* = z 4+ 2kmi. Co pro
jednoznacnou vétev? Pocitejme

. z=x+iy . i . i
loge* =In|e*| +iarge®* " = " Ine” +iarge¥ =z +iarge? =

. 1 ArgeV
=z +iArge¥Y +2m |—= —
Tz +iArge s ’V 5 5

1y
= 2mi | —= — | =
} z+iy+ m[ 9 2711
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1 (=
=z +2mi [—5 —%-‘
protoZe Arge® je &islo tvaru A + 2km pro A € [—m, ). Pak
_1_Arge¥ 1 A Z%km_ 1 A
2 27t 2 2n 27 2 2n
a protoze A € [—m, m), pak 2% € [—%, %) a—1— 2% (—1,0] a tak [—% — 2% — k} = —k.

Tedy stejné idenitita jako v R plati pouze v pfipadé, ze X(z) € [—m, 7). V opacném
piipadg je tieba pouZit ,jisty“ opravny vyraz. Pro ovéfeni uvaZme napi. loge'°8?. Pak
log 8% = log 2 a soudasn& (dle pfedchoziho vypo&tu)

1S 1
log €'*8* = log z + 2 {_5 B J(2O7§ z)-‘ = log z + 27 [_5 B a;iﬂ

nebot S(log z) = arg z € [—m, m) a soudasné —; — 282 € (—1,0], takze {—% — agfﬂ =0.

Déle mame (diky identitdm pro arg z)
log(z122) = log 21 + log 29 + 27N,
log A log 2y — log 2o + 27iN_
22

log 2" = nlog z 4+ 2miN,,

kde
-1 n < argz; £ arg z, 1
n
Ny = 0 —m<argziargz < = N, = [—i—gfugz-‘
1 argz; X argze < —T7
zejména vezmeme-li posledni rovnost pro n = —1, mdme N_; := [—% + a;fﬂ, coz je —1
pro arg z = — a 0 jinak, tudiz mame

og ! — {—logz—27ti z€R-
z

—log 2 jinak
V C tedy jiz obecné neplati zndmé Inz? = plnx, x > 0, p € R. Kdyby to platilo, bylo by

log 2% = log(—2)?, 2log z = 2log —z a log z = log —z, coZ neni pravda.
Tedy mame (stejné jako v R)

log 212 = log 21 + log 29

pouze pokud N, = 0, tj. argz; + argz; € [—7t, 7), zejména toto plati pro z;, 2z € R.
UvaZme napt. 1 +1ia 3. Pak
37 1 3m

i 1 i 1
log ((1+i)%) = log <—§+%> =1n—+iz = —51n2+iz
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i 1 1 3 1 3
1og(1+i)+1og%=1n\/§+ig+1n§+ig=§1n2—1n2+if=—§1n2+if
ovSem pro z; = zp = % jeargz; +argz; =Tma
i 11
log (%%) =log—1=ln1—iﬂ=—2ln2—iﬂ

log% + log% =—-2In2+imn
takze se vysledky lisi o 2i7t. Jesté jedna (snad zajimava) rovnost ilustrujici vztah pro log %:

—in=1i(—7) = In|1| +iarg(—1) = log(—1) = log(-1)"' =
= —log(—1) — 27 = —(—im) — 27 = i — 27 = —in
A
Uloha 5.13. Urdeme viechna z takova, Ze
a) e =2+ 3i b) e = —3i
Resend.

a) e = 2+ 3i pak 2 = Log(2 + 3i) = Inv/3 + i Arg(2 + 3i) = $In3 +1i (arctg 3 + 2kn),
keZ

b) e* = —3i pak z = Log —3i = In3+1iArg(—3i) =In3+i%1naz=In3—-i%1n ke Z
A

5.5 Obecna mocnina

Uloha 5.14. Za pouziti defini¢niho vzorce z* := e*18% yypodtéte

a) 2 d) % g) (1)

b) 17 e) it h) (3 —4i)'+
i\ 1H . AR

c) (1%) f) i i) ii

Resent.

a)

ol — elLog2 — el(1n2+2k‘m) — e—2k7‘[(cos In2 + isinln 2)

b)

17 = e—lLogl — e—1(12k7t) — e2k7‘r
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1—i\'" ) Log 121
e(1+1) Log W
V2

= i 27 ( cos 8k = 17‘(—{— isin 8k —
B 4 4

NV e(@-i) Logi e(@-i) (1Z+2kmi)

(1) (—i 5 +2eri )
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ein%T_l+§—2kn —

L) i (2 2)

i SF2 +ik/3+ F 42k _

4 181 4

_ o5tk (COS (4k + 1)7V/3 +isin (4k + 1)m/§>

. ; ‘o ; 4k+1; 2 4k +1 L 4k +1
i = erlesi — gn(iF+2km) _ oM _ (g 7 + isin — 9 -7
f)
il — oilogi _ ei(ig+2km) _ e—%ﬂ
g) o o
(_1)1 — elLog -1 _ el(—m—i—ka) — e7T—2k7'[
h)

(3 —4i)'*t =

(1) Log(3—4i) _ e(1+i)(1n5-iarctg§+2km) _

4 4
= glnS-arctg 5 —2kn <cos (ln 5 — arctg 3 + 2th> + isin (ln 5 — arctg 3 + 2k7‘t)> =

4 4
= hearets 5 —2km (cos (ln 5 — arctg §) + isin (ln 5 — arctg 5))

=

it =i1l= elLog—l

kde k € Z.

=€

i(—ig+2km) _ 5 —2kn

Uloha 5.15. Vysetiete vlastnosti obecnych mocnin

a) 2! b) 2"

Resent.

¢) 23
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a) 2!
P#i pevném z € C \ {0} je z' spodetnd mnoZina
o - {ei(lnr+i(a+2k7r)) ’ ke Z}

kde r := |z| a a := arg z, tedy

zl — {e—a—2kﬂ—1lnr

keZ}

takZe |2!| = e ™™ k € Z, InT € Arg 2.

Pii pevném z € C\ {0} lezi vSechny hodnoty na polopfimce Argw = Inr a jejich
absolutni hodnoty tvofi dv& geometrické posloupnosti s kvocienty e*" a e~27, takZe
konverguji k 400, respektive k nule. Pfi 7 = 1 jsou vSechny tyto hodnoty realné.

b) 2™

Mnozina 2™ je spocetnd pro kazdé z € C\ {0}. Pro |z| =r aargz=a je

- {eﬂ(lnr+i(a+2k7r)) ’ ke Z} _ {rﬂei(aﬂ+2k7'(2)

keZ}

VSechny hodnoty mocniny 2™ lezi pfi pevném z € C \ {0} na kruznici |w| = ™, kde
r=|z|.

win

c) z

MnoZina 25 je t¥iprvkova. Je-li |z| =r, arg z = a, pak
23 {rgeig(o‘”k”) ‘ k € {0, 1,2}} = {\?’/ﬁeig(‘”%m ’ k € {0, 1,2}}

A

Soucasné snadno nahlédneme, zZe plati
P

=t = VB = (g 62

Pozndmka. Rovnost (5.2)) jiz nemusi byt splnéna ve chvili, kdy ¢ neni vyjddfeno pomoci
nesoudéInych éisel, tj. je-li ¢ = ~ pro néjaka (ne nutné nesoudélnd) r € Z \ {0} a s € N,

pak vzdy plati
2¢ = z% = (\’/E)
zatimco jiz nemusi platit z¢ = /2", nebot vyraz napravo muze obsahovat vice hodnot nez

q hodnot z¢ (je jich aZ s).
Napftiklad pocitejme

T

2i
—2i

N

(—4)

— ezlog—4 _ o3(ndtimt2kmi) _ JIn2+i(2k+1)F _ 9ni(k+1)F _ {
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2i

(_4)§ _ eilog—4 _ 3(ndtint2kmi) _ oni(2k+1)5 _ {
—2i

(4 _4>2 _ ((_4)i)2 _ <e}1 Log—4)2 _ (ei(ln4+in+2k7ﬁ))2 _

_ (e%ln2ei%(4k+1))2 — 9el5 (4k+1) _ { 21

a tedy skutecné plati

Jenze
2" = 2
22 = —2
/ o 4 1 1 i 1 ki €2 =
4 (_4)2 — /16 — ei Log16 _ e4(ln16+2km) — e4ln16e  — .
2e7'2 = 2i
2" = —2i

tedy plati pouze ({‘/ —4)2 C J(—4)2.

Uloha 5.16. Jak je to s platnosti riznych identit pro obecnou mocninnou funkci, které

zndme z R? Necht a, b € C\ {0}. Plati nésledujici (mnoZinové) rovnosti?

. . . . ?
a) sloZeni logaritmu a obecné mocniny Log 2° = cLog z

" ?
b) soufin z9z° = 22+°

z Ve ?
c) roznéasobeni (z129)* = 2§29
b? _ab

d) sklddani mocnin (2%)° = z

Resent.

a) Pfipad ¢ =n € Z jsme vyfesili u logaritmu ve cviceni Déle méme

cLogz c(log 2+2kmi) _ LOg (ec log ze2ck7ri) cviée%i 512

Log 2° = Loge = Loge

= Loge®!°8* + Log e?***™ = clog z + 2mmi + 2ckmi =

= ¢(log z + 2kmi) + 2mmi = cLog z + 2mmi = ¢ (Log z+

m

pro libovolnd k, m € Z. Tedy Logz° = cLogz pravé tehdy, kdyz =
m € 7, tedy nutné mus{ byt ¢ = 1 pro ngjaké n € Z \ {0}.

2m7‘ti)

€ Z pro kazdé
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Jak dopadne tloha pro hlavni vétev? Plati

clog » cviceni 5121

log z¢ = loge clog z + 2miN,
kde ( )
1 S(clogz
No=|—2~—-—--+-
{ 2 27 -‘
protoze

I(clogz) = S(cln |z| +icargz) = R(cargz) + I(cln |z|)

a potfebujeme zajistit, aby imaginarni ¢ast vyrazu napravo byla v [—7, 7). KaZdopadné
obecné jiz neplati vztah zndmy z R: Inz? = plnx pro z > 0, p € R (a to ani pro hlavni
vétev obecné mocniny), coZ jiz vime z cvideni [5.12]

Uvazme napft. a, b € R takova, ze a + b € Z. Potom vlastné chceme, aby se vice hodnot
(konecné, spofetné mnoho) rovnalo jedné hodnoté. Obecné mame

zazb — eaLogzebLogz —e

Za+b — e(a+b) Logz _ e(a+b)(logz+2k7ti) — e(a,—}-b) logze2km(a+b)

a(log z+2kmi) b(log z+2mmi) __ (a+b)logz 2mni(ka+mb
($] =e€ €

pro libovolna k, m € Z. Tedy
za-i—b C 2° Zb

pricemz tyto hodnoty mohou, ale nemusi, splyvat v zavislosti na éislech a, b. Tedy
obecnd neplati 21° = 292°

= 2%2°.
Podobné

a aLogz a(log z+2kmi
z € € ( : — e(tz:.—b) log ze27ti(ka—mb)

; = ebLogz - eb(log z+2mi)
a=b _ e(a—b) Logz _ e(a—b)(logz+2k7‘rl) — e(a—b) log ze2km(a—b)

z

Tedy mame opét pouze
a
a—b z

pfi¢em? tyto hodnoty mohou, ale nemuseji, splyvat. TudiZ obecné& zase neplati 2% ~° = z—z

Je-li a = b, mdme 2° = €M% = &% = 1 pro libovolné 2 € C\ {0}. Pozadovan4

(mnoZinova) rovnost nastane jisté pro a = 0, tj.

b1

VA g
2b

(5.3)

Ovsem pozor

a. —a alogz,—alogz __ ea(Logz—Logz)

20y = ¢ e aLogl _  2kmia

=€ €
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pro k € Z. Tedy pokud a ¢ Z, pak 2%z~ # 1, coz ale neni v rozporu s rovnosti (5.3)),
protoZe existuje alespon jedna hodnota k (konkrétné k£ = 0) takova, ze 2%z~ = 1.

Uvéazime-li hlavni vétev 2¢, pak jiz plati

b alog zeb log 2z

200 — o (a+b)logz _ a+d

=€ z

20 e% log 2z

zb - eblogz
20,0 — ealogze—alogz — 1ZO =1

— e(a—b) logz _ za—b

pro kazdé z € C\ {0}. Pro splnéni téchto identit staci brat stejné vétve logaritmu (tj.
argumentu) na obou strandch. Nap¥. uvdZime-li realné exponenty (konkrétné 1) a vétve
2z = rel®

V= Vrels r>0,0€0,2n) Vo= Vrels > 0,0 € [2m, 4n)
R z2=0 o z2=0

potom méame pro stejné vétve
(-1)2(=1)2 = e Fe 't =" = —1 = (-1)! = (-1)2+2
rovnost platnou, ovSem pro rizné vétve
(1)3(-1)z =e T T = =14 1= (-1)2*3
jiz rovnost neplati.

Mnozinové plati (diky cvicent [5.12)

aLog(z122) _ ea(Log z1+Logz2) _ e? Log 21 e Logze _ ,a,0a

(z122)" =€ Z1 %9

21\?® Log 2L _ _ —
(_) — etz — ea(Logz1 Logz) _ eaLogzle aLlogzy _ zsza
z2

Pro hlavni vétev mame

(2122)a — ealog(Z122) — ea(log z1+log zo+2miaN4) — zzlzz(2182maN+

z1\* alog ZL — i - i
(_) — %8 — ea(log z1—log zo+2miaN_) _ ztllzZ anmaN,
22

tedy pozadovand rovnost plati i bodové, je-li ovSem N = 0.

UvaZme nyni redlné exponenty. Potom plati (z120)* = 2§25, jestlize bereme takové
hodnoty a-tych mocnin 2z¢ = |z|* €1, 28 = |2|® €2 a (2122)% = |2120]" €. kde
V1 € Argz, Yo € Arg 2z, P € Arg 2129, takovd, Ze pro 91, 12 a 9 plati 1 + 1y = 9.
(to je pfimy dusledek rovnosti e*e” = e“™). Uvazme napi. vétev arg,z € [0,2mn), tj.

¥ € Argz N [0,2m) atd...Pak jisté ¢ + 1 = 1 obecné nemusi byt splnéno, a tedy
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ani pozadovana rovnost nemusi platit. Napf. je-li 2y = 25 = —i = e%i“, P = Yy =
= 37“ € [0,2m), Y1 + e = 3w € [0,2n), ¢ = 3 — 21t = 7. Zvolime-li tfeba a = %,
pak

(—1)3(—i) = e'Ze'? = '™ (5.4)

ovem soudasné (—i)(—i) = —1 = €', a tedy

() ()7 =¥ # -1
Vsimnéte si také, ze rovnost (5.4) je v souladu s ¢asti @, nebot

—1=(—i)3(—i)7 = (—i)3e'iz" =" = —1

Obecné plati

abLog z ,2mibk __ zab 2mibk

b .
b a Log z
(za) (ea Log z) eb Loge eb(a Log z+2ki) e e e

pro k € Z je libovolné. Tedy 2% C (2)°. Prvky 2% a (2%)° splyvaji pravé tehdy, kdy?
b € Z, pak totiz e?™°* = 1. Napf.

AN ‘s
(ll) — il~le—2k7't — i—le—Zk'/T — _ie—2k7'[
pro k € Z. Pro hlavni vétev mame
b b clog z . . .
(zc) — (eclogz> — ebloge — eb(clogz+2mNc) — ebclogze2mch _ zbc 2mib N,

(&

Napf.proz=b=c=i

e [ 2= [ -2 =[5 5  )-o

a tedy

A\ ‘s
(1‘) =il=i1=—j
ovSem obecné jiz nemusi byt N. = 0 a vzorec tudiz nemusi platit.

Déle, je-li exponent z R, pak napf. pro prvni vétev mame

(0= (7)) = ()=

zatimco
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takZe uz ani neplati (za)b = (zb)a. Da se ukazat, Ze v tomto pripadé lze kazdou hodnotu

2% zapsat jako n&jakou hodnotu (mnohoznaéné verze) (2%)° a n&jakou hodnotu (zb>a.
OvSem soucasné pro z =1, a =2, b= 1, tj.

A



Kapitola 6

Krivkovy integral a Cauchyho teorie

Ptripomindme, Ze mame-li kfivku
V() = z(t) + iy(?), t € [a, B]

kde a < 8 € R, definujeme integrél z funkce f podél kiivky ~ pfedpisem

B
[ f@dz= [y a (61)
Pripomeneme jesté dvé vyznacné krivky

o pfimka (dseCka) zadand body z; a 2, mé parametrizaci y(t) = z; + (22 — 21)t, t € R
(pro tsecku ¢t € [0, 1]),

o kruZnice se stfedem v bodé z, a polomérem r ma parametrizaci v(t) = z + re',
t €[0,2m].

6.1 Vypocty integrala primo z definice

V nésledujicich cvicenich pocitejte integraly piimo podle definice (6.1)), tj. nepouzivejte
Cauchyho teorii.

Uloha 6.1. Vypodtéte

kde v je tsecka z —1 do 3.

/ zdz
y
Reseni. Mame parametrizaci v(t) = t, t € [—1,3]. Pak v(t) =t a 7/(t) = 1. Pak

3 +2 3
/zdz=/ tdtzl—] —4
¥ -1 2 1

95
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/ 2| dz

.

kde ~ je horni (jednotkova) pilkruznice z 1 do —1 (viz obrézek [6.1)).

Reseni. Méme parametrizaci v(t) = e, t € [0,1]. Pak |y(t)| = |e| =1 a 7/(t) = ie'* a

/ |2| dz =/ lie" dt = [eit]7I =" —1=-2
¥ 0 0

Uloha 6.2. Vypodtéte

Uloha 6.3. Vypottéte

/|z|§dz
v

Reseni. Mame stejnou parametrizaci jako v tloze priemz parametrizace je opacné
orientovana a |y(t)| v(t) = e7. Pak

/ |z|zdz = —/ le e dt = —i/ dt = —im
o7 0 0

kde 7 je horni ptlkruznice od —1 do 1.

A
3(2)
I(2) I(2) 141 iR
Ql A R(2)
R LL _
Ao 1 R o 1 R R R
Obréazek 6.1: Horni pulruz-  Obrazek 6.2: Lomenda Cara Obrézek 6.3: meené cira
nice z 1 do —1 spojujici body 0, 1, 1 +1i. mezi body R, iR, —R pro

R > 0.

Uloha 6.4. Vypottéte
/ R(z)dz
.
kde ~ je lomend &éra spojujici body 0, 1, 1+ i (viz obrézek [6.2)).
Reseni. Kiivka «y je slozenim 7, a 7o, kde vi(t) = t pro t € [0,1] a ,(t) = 1 + it pro
t € [0,1]. Pak
/§R(z) dz =/ R(z) dz+/ R(z)dz =
v "

Y2
1 1 21" 1 1
= [ t-1dt /1-'dt= Yl bl == —04i—0== +i
/0 Tt lz]oﬂl]o p 0! 3 1!
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/ dz
Y2~ 20

kde ~y je kruZnice se stfedem v 2z a polomérem r podle (6.1)) a také jako k¥ivkovy integral.

Uloha 6.5. Vypodtéte

Resend. Plati y(t) = z + re, t € [0,27], ¥/(t) = rie**. Podle (6.1) méme

27 27
/ = / —tlre‘t dt=1i dt = 2mi
Z— 2 ret 0

Vypoctéme nyni hodnotu jako kfivkovy integral, tj.

/(udx—vdy)—l—i/ (vdz + udy)
'Y* *

v

kde z = R(2), y = $(2), u = R(f), v = S(f) a v*(t) = (?R( (1)), S(y(t ))) Pro jedno-
duchost uvazme zy = 0. Potom «(t) = rcost + risint, ¢ € [0,271], f(2) = ;35 = Frs
v*(t) = (rcost,rsint). Tudfz u = <t a v = &0t Pak

1 27 t 27 int
/;dz=/ ﬂ( rsmt)dt—/ —%rcostdt+
o 0 0

27 t 27 t
-I—i/ ﬁrcostdt—f—i/ _sint (—rsint)dt =04 0 + it + i = 2mi
o T 0 T

A

Uloha 6.6. Vypodtéte jako kiivkovy integral v R2.

L(z+é>dz

kde v je

a) kruZnice se stfedem v 2 a polomérem 1 (viz obrazek [6.44)),

b) &tverec se stiedem v 0 a délkou strany 2a > 0 (viz obréazek [6.4b)).
Resen.

a) Zde y(t) = 2 + €%, t € [0,27]. TakZe z(t) = 2 + cost a y(t) = sint a

oot g Y oy Y
2+ -=z+iy+ ——= =r+ ———+iy— —5——
z YT oty W 2+y? O 2?+y? Y % +y?

a pocitame
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X(2)
S(2) a
0‘ @ - %(2) oo o "¢

(a) Kruznice se stiedem v 2 a polomérem 1 (b) Ctverec se stfedem v 0 a délkou strany 2a

Obrézek 6.4: Obrazky ilustrujici kiivky ~ v tloze

/—/27T 2+ cost + 2+ cost (—sint)—(sint—Sii) dt+

v Jo (2 + cost)? + sin®¢t 5+ 4cost
2 sint 2+ cost

int — ———— | (—sint 2 t+ ——m tdt =
+/0 (sm 5+4cost)( - )+( - cos +5+4cost>cos

3n 3w

— =04 0+i (-4 ) =0
+o+i (= + )

coZ samoziejmé vime i z Cauchyho teorie, protoze 0 ¢ Int~y.

b) Zde jiz nemusi byt vysledek nulovy (0 € Int+y) a mdme parametrizace ¢tverce (jakozto
slozeni tsedek) v = v1 + 2 + 73 — Y4, kde

71(t) = a(l + it) 72(t) = a(l+it)
v3(t) = a(i— 1) Y4(t) = —a(l +1it)
prot € [—1,1] a
Vlf(z)dzzlysf(z)dz /wf(z)dz:/wf(z)dz

protoze

[ (st -0+ gy ete= [ (a0 s b)) o

a tak mame

:2/_11 (az(t—i)+ﬁ+a2(1+it)i+a(la—j_it)) dt =

1 1 i L dt t+1i L t+1
22/ (— )dt=4/ —-—24/ ——dt =
-1 t—i+1+it 1t—1i t+1i 18241
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11 2 ot dt 1, | o 1
:4<§./_1t2+1dt+1 _1t2+1> =4([§1n’t +1H_1+1[arctgt]_1) =
- (- (- () - 5 -

A

Uloha 6.7. Vypottéte
/ dz
vy 2
pro v lomenou &ru mezi body R, iR, —R (viz obrzek strana [96)).

Reseni. Kiivka +y je slozenim tsedek v; od R do iR a 7 od iR do —R. Mame 7;(t) = (1 —
— )R +itR, t € [0,1] a y12(s) = —sR+i(1 — s)R, s € [0, 1]. Plati

dz dz dz
ICHEE
¥

< n < v2 2

takZe pocitejme

/ %_ 1 —R+iR _/1 —1+4i gt —
"z o R+t( R+iR) Jo 1—t+it
—14i)(1—i—it) 1 2t—-1 e 1
- dtz/ AT g - dt=
/ 1—t)2+22 o T—2itoz TN 124

1

oG5

=3 [111]1 - 2t—|—2t2H0 +% l2arctgt_l

a podobné

/ %_/1 —R —iR dS_/l —1—i ds — _im
v z Jo iR+s(—R—iR) ~  Jo i+s(-1-i) 2
/dz / /d i’7T .

~ =3 =17r
¥ T2 <

Uloha 6.8. Vypodtéte [, R(2) dz, kde

a celkem

i) v je kruznice se stfedem v 0 a polomérem R > 0 (viz obrézek [6.4a)),
ii) «y je horni pilkruZnice se stfedem v 0 a polomérem R > 0 (podobné jako obrizek ,
iii) ~ je lomend ¢ara od R > 0 pfes iR do —R (stejna kfivka jako v tloze [6.7).

Resent.
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271
/ R(z)dz= | Rcost(—Rsint +iRcost)dt = inR?
o 0

ii)
/§R dz—/ Rcost(—Rsint +iRcost) dt —liT[RQ
8 2
iii)
1 1
/ R(2)dz = / (1—t)R(~R +iR)dt + / (—sR)(~R — iR) ds =
v 0 0
= %R2(—1 +1) + %RQ(l +1) = iR?
A

Uloha 6 9. Vypoctete f |2| Zdz pro v sloZenim tsecky 0 do 1, ¢asti jednotkové kruznice
z 1 do e'7 a tisecky z el do 0 (viz obréazek 6.5 .

Reseni. Kiivka v je slozenfm y = «y; + 2 + 3, kde kfivky ; jsou parametrizovany

’)’1('[;) = t, t e [0, 1]
Y2 (t) = e, te [0, g]
—y3(t) = ?t(l +1), t €[0,1]

a mame

/|z|2dz=
ol
1 i 2 2
=/ t-t-ldt+/ le "ie' dt — / —t2+4t2 gt(l—l)\g_(l—i-i)dt:
0 0

_[#] I t31_1+m 1 i
13, ° 18], 3 4 3 4

protoze

0, 2, V2 V2,0 V2 V2 .
Zt +4t t(1—1) 5 (1+1)—t7(1—1)t7(1+1)—t 5(1+1)—t

Uloha 6.10. Vypottéte [, 12|Zdz pro kiivku v vzniklou sloZenim dvou tsecek a dvou
pulkruznic dle obrazku
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37T . . .
elf —cosT +isin® = Y2 4 i¥2

4 17 72 2 /\
0 1 Zo %1 Jo 1 2

Obréazek 6.5: K¥ivka z tlohy Obréazek 6.6: K¥ivka z tlohy

Reseni. Mame v = v, + Y2 + 3 + 74, kde

m(t) =t te[ 1, 2
72(t)—2e‘t tel[ 0, 7]
73(t) = te[-2,—1]
Ya(t) = te[ 0, 7

a pocitame
2 us X X -1 us
/ |z| zd2 =/ t2 dt+/ 2 - 2e "2ie" dt —/ 2 dt —/ le ie' dt =
- 1 0 2 0

8 [t . 8 1 . 1 8 | ,
=l§]1+81[t]0—lg]_2—l[t]0=§—§+817T+§—§—17T=77T1

A

6.2 Priklady na Cauchyho teorii

Nyni jiz neni nutné pocitat integraly pfimo z definice, mizeme pouzit Cauchyho teorii.
K tomu se nam bude hodit pfipomenout si nékolik vét, které zname z prednasky.

Véta (o nezavislosti). Necht D C C je oteviend mnozina a f: D — C je spojitd. Pak
ndsledujici podminky jsou ekvivalentni

(i) f md v D primitivni funkci, tj. existuje funkce F holomorfni na D a F' = f pro
kazdé z € D.

(i) pro kazdd z, w € D a libovolnou cestu z — w plati [, f(§) d§ = F(w)—F(2) (zejména
$,f(§)dE =0 proz=w).

Diikaz. Skripta, Véta 6.18. ]

Véta (Cauchyho). Necht Q2 C C je jednoduse souvisld oblast a f je holomorfni v Q. Pak
¢, f(§) d€ = 0 pro kaZdou uzavrenou cestu v Q2.
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Diikaz. Skripta, Véta 7.1. ]

Véta (Cauchyho-Goursatova). Necht v je Jordanova cesta v C, funkce f je holomorfni
v Inty a spojitd na Intvy. Pak §, f(£)d§ = 0.

Diikaz. Skripta, Véta 7.3A. O

Uloha 6.11. Vypo&téte hodnotu I = J, 2*dz proy: |z — 3+ 5i| = § kladng orientovanou.

Reseni. Pomoci véty o nezavislosti (kde F(z) = %) nebo Cauchyho véty mame I = 0.

Pfimo z definice mame

/ 22dz = /27[ (2 — 5i+ 1eit)2 lieit dt u=3_5i,+.%eit = /g_Si u? du + o u?du =0
5 0 2 2 du=3ie'* dt 3-5i 5_si
A
Uloha 6.12. Vypoditejte I = [, sinizdz, kde v je libovolnd kiivka 0 + 7.
Reseni. Dle véty o nezavislosti (s F(z) = —1 cosiz = icosiz) mdme
I =ifcosiz]f =i(—1—1) = —2i
A

Uloha 6.13. Vypoditejte I = |- Z(z;i%)z al': |z| =  bez pouziti Cauchyho vzorce.

Reseni. Rozdélime si zlomek na parciilni zlomky.

1 _A, B, C D E
222412 2z z4+i (2412 z—i (2-i)2
1=A(2+1)?+ Bz(z —i)*(z +i) + C2(2 —i)® + Dz(2 +1)*(z — i) + Ez(z +1)?

zajima nas pouze koeficient A, protoze ostatni singuldrni body nejsou uvniti kruznice T,
takze integral pres ostatni zlomky bude nulovy. Dosazenim 0 ziskame

1=A

Odtud

I= %:ZM
I 2

jako ve cviceni [6.5 A

=1.

Uloha 6.14. Vypoditejte fr € +1)(Zz_*52 ey 4z I ‘z —1
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Reseni. Plati

z+1 _A+B+C+D+E+F
(2+1)(z—2)2(z+3i)2 2z+i 2z—i 2—-2 (2—2)2 24+3i (z+ 3i)?2

z+1= A( i)(2 — 2)%(z + 3i)*+
B(z +1)(z — 2)*(z + 31)*+
+C(22 +1)(z — 2)(z + 3i)*+
+D(z + 1)(z + 3i)*+

+ E(22+1)(z — 2)%(z + 3i)+
+ F(2*+1)(2 — 2)?

Zajimé nas pouze koeficient B. Dosazenim i ziskdme

B _ i+1 i+l (-3 +4i) _  5+i
o 3i(i—-2)2 32i(3-—4i) 32-25 850
a mame
541 dz S54i_ . —7 + 5 T st
I=— = o=
850 Jrz—i 850 425 425 85

A

Uloha 6.15. Vypod&itejte e W‘ijzﬂ kde v je kladné orientované po Castech linearni

kiivka, pro niZ je [y] obvod obdelnika s vrcholy — 2, 2, 2 149 -1 —|— 2i.

Reseni. Plati 22 + 22+ 2+1=22(2+1)+2z+1=(22+1)(2+1) = (2 +i)(z —i)(z + 1).
Potom
z _a + b n c
B+2+z+1 z24+1 z—i z+1
z=a(z—i)(z+1)+b(z+i)(z+1) +c(2*> +1)

Z bodu =i, —1 lezi uvniti obdelnika pouze i € Int vy, zajima nés pouze b. Proto dosazenim
i dostaneme

1 1—-1i
=b(i+1)(i+1i) odtud b= —
(i+1)(i+1i) odtu PN
pak
zdz 1—1 T
— o2t = —(1 +1i
/7z3+z2+z+1 7 =g+

Pripomeneme si dlilezity nastroj na pocitani integral, Cauchyho vzorec.
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Véta (Cauchyho vzorec pro Jordanovu cestu). Necht v je kladné orientovand Jordanova
cesta, Q :=1Inty a f: Q@ = C je holomorfni v Q a spojitd na Q, pak

f&) 4, ) () 2e
2711 v Z— 2 0 20 ¢ Q

Diikaz. Skripta, Véta 7.4. ]

Uloha 6.16. Spotitejte e dz v: |z —1| =1 je kladné orientovan.

Reseni. Podle Cauchyho vzorce mame I = 2rie. A
Uloha 6.17. Spotitejte - +5 5dz, v: |z 41| =1 je kladné orientovana.

Reseni. Podle Cauchyho vzorce je I = 0, protoze —5 -+ 2i ¢ Int 1. A
Uloha 6.18. Spoditejte Sy z(z 5 v(t) =ret, t € 0,27, r > 0.

Reseni. Ulohu si rozdélime na dva p¥ipady podle toho, zda 2z, € Int~y, a pouZijeme Cau-
chyho vzorec.

e 2y € Inty
1 1 1 1 . .
I=—/(———|— >dz=—(—2m+2m)=0
20 Jy z Z— 2 20
e 2 € Exty
1 .
1 2
I=/ﬂdz=zm <——) _ _4m
v < 20 20
A
Uloha 6.19. Vypoditejte I = I, Z(z2 oyl kde 7v: |z| =1 je kladné orientovana.
Resend. Funkce ' je holomorfni v C\ {#2i} D Int~. TakZe
g i
]:/_z+4d =2'[ ] -
Lz T M vl 2
A

Uloha 6.20. Vypoditejte I = f7 727, kde 7: [z —i] =1 je kladné orientovan.
Reseni. Obdobné jako v tloze mame

1
I= / z+1 dz—2m[ ] =7
z—1 2+ 1] ,=;
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Uloha 6.21. Vypoditejte I = I, zﬁﬁ, kde v: |z —i| = 3 je kladné orientovan.

Reseni. Zde +i € Int+y, tudiZ nelze pouzit Cauchyho vzorec. Plati
1 i1 i1
241 2241 2z—i

takZe mame

z—1i 2

i dz i dz i i
I=—/ ——/ —lomi-1-Ltomi-1=0
2, z+i 2Jy2—i el T e

Uloha 6.22. Vypotitejte I = [, %2 dz, kde y(t) = 1 +€*, ¢ € [0, 271].

cos z
z+i

Resend. Z bodii nespojitosti je pouze i € Int 7, tj.
Cauchyho vzorec.

je holomorfni v Int 7, takZe pouZzijeme

Ccos z

. 2

- .cosi ) 14+e

I= [ 2 dz=21—" =mcosi="
v z—1 2i 2e

Stejného vysledku bychom samoziejmé dosahli i pomoci rozkladu na parcidlni zlomky
(jmenovatel je stejny jako v cviceni [6.21)). A

Uloha 6.23. Vypoditejte I = I, % dz, kde y(t) = 1 + €', t € [0, 271].

Reseni. Mame (podobné jako v tloze [6.22)

I= ’yz“Tﬁldz = 27118112lg = ?ﬂi
A
Uloha 6.24 (Doplnéni uloh a . Vypotitejte [, ZS_ZH pro
o y:lz—il=1
o v: |2|=3
Reseni.
o Pfipad 7v: |z —i| =1 lze pocitat bez rozkladu na parcidlni zlomky a I = 7.
o Pro pfipad 7: |z| = 3 je nutny rozklad na parcidlni zlomky a I = 0.
A

Uloha 6.25. Vypoditejte I = I, (Z+1)d(+1)3 provy: |z+ 1| =1.
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Resend.

1 ] o 1 m
J — ]— = ——
(z—1)3 P (—2)3 4

_ 1
I= / (e=1)° dz=27ril
'yZ+].

A

Existuje i verze Cauchyho vzorce pro vicenasobny singularni bod.

Véta (Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci). Necht Q C C je jednoduSe souvisld oblast a
necht v je kladné orientovand Jordanova cesta spliiujici [y] C Q. Jestlize f je holomorfni
funkce v Q, pak pro kaZdé zy € Int~y a libovolné n € N U {0} existuje derivace f™(z) a
plati

|
D) = 2 | e
[ (20) 271 Jy (2 — 20)" 1 dz
Diikaz. Skripta, Véta 7.6. ]

Uloha 6.26. Vypotitejte I = I, ﬁ dz, kde 7 je libovoln4 kladné orientovana Jordanova
cesta v C takova, ze a € Int .

Reseni. VyuZijeme Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci, v naSem piipadé pro druhou
derivaci.

"

=7t (e® + zez);:a =Tife® + e +2€°] _, =

a

1
I = 27'[15 (zez)

z=a

= mi(e® + e® + ae®) = 7i(2 + a)e”

A
Uloha 6.27. Vypoditejte I = I, ﬁ dz, kde
a) 7 |2] =3 b) v: [z —1] =3
Resent.
a) Pouzijeme Cauchyho vzorec.
[:/ﬂd — o € — o
T z = 2mi A—27)_, i
b) Pouzijeme Cauchyho vzorec pro druhou derivaci.
£ 1 /e*\" ze® —e*\’
1= e (8] - (-
o1y z 7'(12 7). i o .
z Z _ AZ\s2 Z __ A%
I [(ze +e* —e%)z® — (26" — e )2z] _
A
z=1
1 —e)-1—(le—e)-2
:_m(e—i-e e) (le —e) _ e

1
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A
Uloha 6.28. Vypoditejte I, \ e s dz, 7(t) =1+ cost + 3 sint, ¢ € [0,27].

Reseni. K¥ivka v je elipsa se stfedem v bodé 14 0i a poloosami délek 1 a 5. Plati 1 € Inty
a —1 € Ext . TakZze mame podle Cauchyho vzorce pro prvni derivaci

eT[Z

- / ((z+ 1)( ))2dz:/7(:i—1)12)2dz:
1 e Y [me™(z +1)2 —e™2(z 4 1)
=iy () = i

= 27—
T\ Gr12 (z+1)* 1
4re™ — 4e™ T

A

Daéle se ndm bude hodit znat také vzorec pro vicenasobné souvislou oblast, pouzitelny
pokud vice singularnich bodi lezi v Int ~.

Véta (Cauchyho pro vicendsobné souvislou oblast). Necht G je (n + 1)-ndsobné souvisld
oblast s kladné orientovanou hranici tvorenou Jordanovymi cestami. Je-li f holomorfni na
G a spojitd a konecnd na jejim uzdvéru, tj. na mnoziné G = GU[y]U [n]U---U [y,], pak
plati
/f z)dz—z f(z)dz neboli /f(z)dz—i-z f(z)dz=0
k=1 Y k=1""7k
Diikaz. Skripta, Véta 7.3B. O

Uloha 6.29. Vypoditejte I = I, Z(le—_zz)g dz, kde y(t) = 3€*, ¢ € [0, 27].

Reseni. Oba nulové body jmenovatele lezi uvnitt Int~y. Ulohu miZeme feSit rozkladem
na parcialni zlomky, nebo miizeme pouzit Cauchyho vétu pro vicendsobné souvislou oblast
kombinovanou s Cauchyho vzorcem pro n-tou derivaci. Mame

e® e’ e’
e de = / — = 4 ———d
/ z(1—2)3 ‘ m 2(1—2)3 o 7 2(1—2)3 ‘
kde 1 (t) = 1€ a 1o(t) = 1 + 1€, (obojf) pro t € [0,27n]. MiZeme aplikovat Cauchyho

vzorec (pro druhou derivaci), pak

z
z

e’ a—=° e .
— —dz= ® dz = 2ni = 27
/71 z(1 —2)3 mo 2 [(1 - 2)3] 0

/ e? q / % d 2mi (ez)" i
——dz=— | —&2—dz=—7"|(— = —erti
v 2(1 — 2)3 v (2 —1)3 2! z 2=1

/vz(le—_zz)adz:m(z—e)

a odtud



108 KAPITOLA 6. KRIVKOVY INTEGRAL A CAUCHYHO TEORIE

6.3 Realné integraly

Pomoci Cauchyho véty lze uréit i nékteré integraly redlnych funkci, které jsme nebyli
schopni ,vypocitat“ (pomoci Newtonova-Leibnitzova vzorce).

Uloha 6.30. Spoitejte tzv. Fresnelovy integraly
/ cost?dt, / sint? dt
0 0

Reseni. Funkce ¢ je holomorfni v C. Pro kadou uzavienou k¥ivku ¢, [¢] C C, konetné
délky tedy plati [, e dz = 0. Zvolme specidlné o = o1 + ¢ + 3, kde o1 (t) =1, t € [0,7],

o(t) =relt, t € [O, ﬂ a @3(t) = (r —t)et, t € [0,7] (viz obrdzek .

Obrézek 6.7: Kfivka ¢ je sloZzenim ti{ segmenti, ¢; (Cervend), ¢, (modrd) a @3 (zelend).

Pak
. T, 7 . it . 2 T
0= / e”dz = / e’ dt-l—ir/4 e el 4t — £(1 + 1)/ e ds
7 0 0 2 0
kde s =t — r, pr0t0§e 90% = _eig = _\/Ti(l + 1) a eizQ = ei(r—t)ze%i = eiQ(r—t)2 = e—(r—t)Q.

Prejdéme k limité r — oo. OvSem plati

. T2 0 9 7T
lim esds:/ esds:£
'r—)ooo 0 2

(tzv. Eulertv-Poissontiiv nebo Gausstv-Poissoniv integral, viz [3]), takZe stadi ukdzat, Ze
existuje limita prostfedniho integralu pro r — co. Dokazeme, Ze je rovna 0. Skutecné

7T s

. 1 2.2t 4
1r/ elr e elt dt‘ < r/
0 0

ir2 cos 2t—r2 sin 2t eit

0< e dt:r/4e’"2Sin2tdt§
0
u 2
I T U LJ g P %_El—er
Sr/o e dt = r—4ﬂ2 [e ]0 iR
2
nebot pro t € [0, %‘] plati sin2t > 4—;. Protoze lim,_, 1_+ = 0, plyne odtud kyZeny

vysledek s vyuzitim véty o limité seviené funkce. MiZeme proto také tvrdit, Ze existuje

lim, 0 J7 € dt a plati
V2 VT

g2 vz AV
/Oedt (1+0) ¥ =0
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Odtud porovnanim redlné a imaginarni ¢asti mame vysledek.

/ costzdtz/ sinthtz—ﬂ:
0 0 4

Uloha 6.31. Dokaite, 7e

(viz také cviceni strana [140)).

Reseni. Polozme f(z) := 627_1 pro z € C\ {0} a dodefinujme ji spojité jako f(0) :=i. Pak
f je holomorfni v C, protoze plati

£(2) —IZ (1z

Mizeme vyuzit Cauchyho vétu. Proto ¢;(t) = t, t € [—r,7], v2(t) = re®, t € [0,7] (viz
obrézek Opét pro kazdé r > 0 plati

Obrézek 6.8: Kfivka ¢ je sloZzenim dvou kfivek, ¢, (modfe) a @ (Cervené).

/(Pf(z)dzz/w1 f(z)dz-l—/(p2 f(z)dz=0 (6.2)

UvaZzme nyni

T it_ T J— ™
/f(z)dz=/ © 1dt=/ cost— 1 ldt—l—i/ sint
1 —r t —r t - t

cost 1

a diky spojitému rozsiteni dodefinujeme spojité funkce v 0. Protoze je licha funkce,

je redlny integral nulovy. Pak z (6.2)) mame

2i /7- ﬂ dt / eiz _ 1 dz _ /7'[ el’r‘et llrelt dt + /7‘[ lre
I v 2 o rett re‘t

Hodnota posledniho integralu je 7ti a nezavisi na r, takze vzhledem k pozadovanému vy-
sledku zbyva ukazat, zZe pfedposledni integral konverguje k nule pro r — oco. Tedy
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dt/o

dt =/ eIt g — 2/5 e TSNt g < 2/ e s dt =
0 0 0
_, l_ 2e_’5] 2T 22,
0 T

1re ir(cost+isint)

0<

n gire! it T
< / —ire" dt| < /
0 reit 0

A

e dt =

eir cost—rsint

= — lim +-=-—=0
r t—o0 r r

kde 2f0§ e msintde < 2 f5° e T2 dt, protoze sint > % pro t € [O, g], pak diky r > 0 je

rt

rsint > r% a diky tomu, e je e~! klesajici, je nakonec e "5t < e7"2. Tedy limitnim

prechodem pro 7 — oo dostavame

2/ Sl—ntdt—m

© gint
—dt——
=3

Uloha 6.32. DokaZte

© 2 T b2
/ e cosbrdxr = /—e 4
oo a

Resend. Integrujeme funkci sudou vzhledem k b, proto stadi uvazovat pouze b > 0 a zv1asté
se vénovat b = 0. Vyuzijeme opét vzorec

/ooe_m2dm= ﬁt
0 2

proa>0,b€R.

—az2

Budeme integrovat funkci f(z) := e ", z € C, holomorfni na C, pfes kiivku =, kde [y] =
=0 ([—r, r] X [O, %]) (viz obrazek @D Tedy mame ¢, (t) =t, t € [-7,7], p2(t) = r+it2

2a’

) : b
rim r+is

0] T

-T

Obrézek 6.9: Kfivka +y je slozenim Ctyf usecek, ¢; (Cervené), ¢o (modfe), @3 (oranzové) a
@4 (zelené).

t€0,1], p3(t) = —t+it, t € [-r,r] a pst) = —r +i(1 —t)L.
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Vzorec
[f@)az=[ f@dzt [ fdz+t [ f)az+ [ f)dz=0

plati pro kazdé r > 0. Potom

T =V azr ]- T\/a r—00
/ f(z)dz = / e~ dg T et dt 2% |7
p1 —r \/E —rv/a a

Odtud plyne platnost vzorce zejména pro b = 0. Déle

= [ ea(-thg) g =
%f(z)dz /e dt

bt

T _ 2—11 _i 2 r

=— 1/ e a(t aa* 4“2) dt = —e#/ e~ (cos bt + isin bt) dt =
" v2 [T tzr o0 p2 OO P

= —e1a? e ¥ cosbtdt — —em/ e cosbtdt

T

2 2
kde —eie? 7. e~ (cos bt+isin bt) dt = i 7. e~ cos bt dt, protoze sin bt je lich4 funkce.

Zbyvajici integraly lze odhadnout pomoci délek kiivek a normy funkce f. Pro oba
piipady plati L(ps) = L(ps) = 2 aproz=z+iy z [ps] a [pd je [z =ray e [O, Q—Z]
Tedy

2 2,2 b2 2
‘e—az — e—a(m —y?) < efag "

z ¢ehoz plyne
b L —ar?2 r—oo
< Lpn) 1] = oelee™ =50

/(pk f(z)dz

kde || f|| = max,c,,{f(2}, pro k € {2,4}. Tedy dostavime celkem pro r — 0o

7T 2 o0
\/j —eia? e cosbtdt = 0
a —00

z Cehoz jiz plyne poZzadovana rovnost. A



112 KAPITOLA 6. KRIVKOVY INTEGRAL A CAUCHYHO TEORIE



Kapitola 7

Tayloruv a Laurentiv rozvoj

7.1 Tayloriv rozvoj

Necht f je holomorfni v otevieném kruhu K(zp,r), 20 € C a 0 < r < oo. Pak pro
z € K(z,r) plati

oo £(n) 20
N (1)

n:

Koeficientiim mocninné fady v (7.1)) fikdme Taylorovy koeficienty, fadé napravo pak
Taylorova fada nebo také Tayloriv rozvoj funkce f. Je urcen jednoznacné, tj. je-li

o0
f(2) =2 an(z — 20)"
n=0
pak a, = % Taylorovu fadu tak muZeme pocitat bud z definice (zndme-li obecné
f™(20)) nebo si miiZzeme pomoci jiZ zndmymi vzorci, napf. ;- = 22 2" pro z € K(0,1).

Uloha 7.1. Funkei f(z) = 51 rozvifite v Taylorovu fadu v K(0,7) a K(—1 + 3i,7) a
stanovte nejvétsi mozné r.

Resent.

i) Funkce f je holomorfni v K (0, 3) (kruh jiz nelze zvétsit, 3 lezi na jeho hranici) a plati

1 1 1 [3<tl & /2\" & 2"
f(z)_3—z_§1—§ - 5%(5) _;}3%1
piicemz |3| < 1 na K (0, 3).

ii) Nejvétsi mozné r je |—1 + 3i — 3| = /16 + 9 = 5, tedy f je holomorfni (a mé Taylortv
rozvoj) na K(—1+ 3i,5) a plati

113
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1 1 1 1 |E5E«
f(Z) = = . Y . +1-3i =
3—2z 4-3i—(2—(-1+3i) 4-3i1-=3>
1 Z(,z—|—1—31 i (z+1-3i)"
T 4-3i%2 (-3 &= (4-3i)nt
piidemy |2H1=81| = AL 9 g K(—1 4 33, 5).
A

Uloha 7.2. Urgete Taylortiv rozvoj pro f(z) = ' v K(0,r).

Reseni. K(0,7) = K(0,1), protoZe z? + 1 m4 na hranici K(0,1) nulovy bod. Pak

1 1 |22|<1 = |2l<1 & 0 00 )
= — — n _ _1 n 2N
224+ 1 1—(—2?) r;)( z) r;)( ) z

A

Uloha 7.3. Funkci f(z) = ﬁ rozviite v Taylorovu fadu na K(0,7) a na K(1,7) a
stanovte nejvyssi mozné r.

Resent.

i) Na K(0,r) pro kaidé z € K(0,1) plati
- i(—l)”zn
(1 o Z( 1)z | (=)
g = e
o ST

n=2

Polomér r = 1 nelze zvétsit, nebot na jeho hranici lezi bod z = —1, v némz f neni

holomorfni. Stejného vysledku bychom doséhli i pomoci soudinu f(z) = (;ﬁ)Q
ii) Na K(1,2) plati

22 _z2—1+1_z—1+ 1 _ 2 N 1
(z4+1)2 (2412 z+1 (2412~ 142z (1+2)?

(7.2)

a pro kazdé z € K(1,2) plati
1 1 1 1

241 2+4(z—1) 21470

[\')In—\
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a odtud derivovanim podle z

1 [ee] _1 ’n.,n . o0 _1 n+1 .
T(z12 2_20(2721 (=1 = 2_:0( 2n)+2 (n+1)(z—1)
Seétenim dle dostaneme
22 [es) n(z _ 1)'n o) ( 1)n+1
(z+1)2 =(#-1) 1;)(_1) on+1 + Z on+2 (n+1)(z—-1)
1 & 2 —3 n
= 4_1 + Zl(—l) on+2 (Z - 1)

Polomér r = 2 nelze zvétsit, protoZe na hranici kruhu lezi —1.
A
Uloha 7.4. Uréete Tayloriiv rozvoj pro funkei f(z) = log(1 + z) v K(0,7).

Reseni. Funkce f je holomorfni na K(0,1), pfi¢emz tento kruh nelze zvétsit, protoze na
jeho hranici lezi —1, kde f neni definovana. Pak plati

@)= S

a odtud (komplexnim) integrovanim ziskdme
n+1

C+Z n+1

pro néjaké C € C. Dosazenim z = 0 ziskdme C = log(l +0)=In1=0, tudiz

log(1 + 2) Z

pro kazdé z € K(0,1). A
Uloha 7.5. Uréete Taylortiv rozvoj pro f(z) = log z na K(2,r).
Reseni. Funkce f (z) je holomorfni v K(2,2) a kruh nelze zvétsit. Plati
1 1 |z§2|<11 [ee) 2—2 n o0 (_1)n
= 23 (=) (2 2) = —_ 9\
f) =7 T 21452 27;,( ) ( ) ) nz:%znﬂ(z )

tudiz existuje C' € C takové, Ze pro kazdé z € K(2,2) méme

© (1) (2 — n+1
f(z):0+2_%(2ni)1 ( ni)l

Dosazenim z = 2 dostaneme log2 =In2 = f(2) = C, takze

fo)=tm2—3 U gy

= 2"n
pro kazdé z € K(2,2). A
Uloha 7.6. Urdete prvni &tyfi leny Taylorova rozvoje funkce f(z) v okoli z = 0, kde
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a) f(z) =e*"* b) f(z) = (1+2)*
Resend.
a) Mame f(z) = e*5*# takze
- f(0)=
o f'(z) =e*™%(sinz + zcosz), f'(0) =0,
o f"(2) =e**%(sinz + z cos )% + €*5%(2cos 2z — zsin 2), f”(0) = 2,

o f"(2) = €**™?(sin z+2 cos z)3+e*5"#2(sin 2+2 cos ) (2 cos z—z sin z)+€*5"*(sin 2+
+ zcos2)(2cos z — zsin z) + €*5*(—3sin 2z — zcos z), f”(0) = 0.

Celkem 0 ) 0
eZSinZ=1+Iz+§z2+6z3+---=1+z2+---
b) Plati
« f(0) =
f/(z _ ezlog(l—l—z) ( ) f/ 0) — 0
2
f//( _ ezlog(1+z) (10g 1 + z + ) +ezlog(1+z) (1+z ?:-_:1)%) f”(O —

. ) = o?log(1+2) (log 1+ 2) +- )3+ezlog 1+2)9 (1Og(1 + 2) z+1) (1+z + (1+z)2)+
2

_+_ezlog(1+z) (log(l + z) ) ( 2)2)_|_ezlog(1+z) ( (1+z)2 - 2y ) f///( ) _
= 3.

Celkem méame

0 2 -3 1
(1+z)z:1+1z+§z2+?z3+---=1+z2—§z3+---

A

Uloha 7.7. Ukaite, 7e plati: Bod z € C je n-ndsobnym nulovym bodem holomorfni funkce
£y ti. f(z0) = f'(z) = -+ = f™V(2) = 0 # f™(z), pravé tehdy, kdyz v jistém okoli
O(z) lze f vyjadfit ve tvaru f(z) = (2 — 20)"g(2), kde g je holomorfni funkce v &(2) a
9(20) # 0.

Reseni. ,=“ Necht z je n-nasobny nulovy bod f. Pak existuje 0'(z), ve kterém lze f
vyjadrit Taylorovou fadou

o0

f(2) =an(z — 20)" + apt1(z — Zo)"+1 +--=(z2—2)" Z Antj(2 — zo)j
=0
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kde a, # 0 (ap = a1 = -+ = ap—1 = 0 diky definici n-ndsobného nulového bodu).
Oznaéime-li g(2) := 352 an4(2 —20)7, pak g je holomorfni na &'(z) jako soutet mocninné
fady a g(zp) = a, # 0.

»<=" Necht f lze v O(2) psét jako f(z) = (2 —20)"g(z) pro néjakou v &(2y) holomorfni
funkci g. Pak g lze v 0(2) rozvinout v Taylorovu fadu 352, b;(z —20)?, kde by = g(20) # 0.
Tedy v O(z) je

f(z)=(z—2z)" Zb z—2z) = Z (z—20) "= "bj_u(z —20) = aj(z — z)
7=0 j=n j=n
kde a; := b;_,, pficemz a, = by # 0. Bod %, je tedy n-ndsobnym nulovym bodem funkce
f A

Uloha 7.8. Uréete viechny nulové body funkce f (z) = zsin z a urcete jejich nasobnost.

Reseni. Bod zy = 0 je dvojnasobnym nulovym bodem, nebot pro kazdé z € C plati

kde g(z) :== >0, éni)l),z je holomorfni v C a g(0) =1 # 0.
Body 29 = km, k € Z \ {0}, jsou jednoduchymi nulovymi body, nebot pro libovolné
z € C plati (podobné jako (1.4)))

sin z = sin( (2 — kmt) + k7t) = sin(z — k7t) cos k7t + cos(z — k) sin k7t
((z = km) coskr gin k7t
(-1 0

a tak mame

zsinz = ((z — km) + kﬂ) sin((z — km) + k)T[) = ((z — km) + Imt)(—l)k sin(z — km) =

0o )2n—1

= (~1)*((z = kn) +kﬂ)g )" lz(z_nk—:)!:
= (-1 (,i(—n”-l% " g:l(_l)n_l kﬂ((z?; f?)!n_ ) ~ (e ke

kde

o=t s B (G- )

je holomorfn{ v C jako soudet mocninné fady a g(km) = (—1)*km # 0. A
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7.2 Laurentovy rady

Necht funkce f je holomorfni na prstencovém okoli zy znadeném P(z,r, R), kde 2z € C
a0 <r < R < oo, pfiemZ f nemusi byt holomorfni v zy. Pak f lze na P(zy,r, R)
jednoznacné vyjadrit jako soucet fady

(e o]

f(2)= > an(z—2)" Zan(z—zo)”—l— Za_n(z—zo) "

n=—oo

pficemz (mocninnou) fadu s kladnymi exponenty u (z — zo) nazyvame requldrni édsti Lau-
rentova rozvoje funkce f, zatimco (funkéni, ale nikoli mocninnou) fadu se zdpornymi ex-
ponenty nazyvame hlavni ¢dsti tohoto rozvoje. Celou fadu pak nazyvame Laurentovym
rozvojem funkce f. Pro koeficienty Laurentova rozvoje plati vztah

an:L/Ldz

27 Jy (2 — z)"*!

kde () = 2o + 0e®, t € [0,271] a ¢ € (r, R) libovolné.

Specidlné, je-li f holomorfni na K(zg, R), pak se diky jednoznaénosti shoduje Laurentiv
rozvoj funkce f na P(zp,r, R) pro libovolné r € [0, R) s Taylorovym rozvojem f se stfedem
v bodé zj.

Pri urcovani Laurentova rozvoje racionalné lomené funkce v prstencovém okoli postu-
pujeme tak, ze funkci rozdélime na parcidlni zlomky a urc¢ime jejich rozvoje zvlast. Pro
parcialni zlomek je rozvoj

zz)"

e jednoprvkovy (z o (tJ ar=0prok # —naa_, =A),jeli 21 = 2,

e totozny s Taylorivym rozvojem (Z_L Vv 20, je-li 21 # 2.

zl)"

Uloha 7.9. Uréete Laurenttv rozvoj funkce f(z) = —L v prstencovém okolf bodu z = 0

a zp = 2.
Resend.
* 20— 0

Zde je f holomorfni, tudiz na okoli £/(0) je Laurentiiv rozvoj totozny s Taylorovym
rozvojem. Plati

11 e 1°°(z)n_ X, 2"
z—2  21—-%2 22 2/ ;::02"“

° z0:2

Zde je f(z) pfimo svym Laurentovym rozvojem.
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Uloha 7.10. Uréete Laurenttv rozvoj funkce f(z) = ﬁ v okoli zp =0a 2 = 1.

Regeni. Plati

1 A B 1 1
z2(1—2) 2z 1—-2z 2z 1-z
protoze 1 = A(1 —2)+ Bz,0=—A+ B a1 = A. Pak poditejme pro zp =0 a zo = 1.
e 20— 0
1 1 1 1 E &
z(1—2) _;+1—z_;+7;)z _n;f
na P(0,0, 1).
[ ) ZO = ]_
1 1 1
= — —|— p—
z(1—2) z—1 14(2-1)
1 o0 n n o9}
= YD = 3 (- )
n=0 n=-1
na P(1,0,1).
A
Uloha 7.11. Urdete Laurentovu fadu pro funkci f(z) = e +z se stfedem v 2y = 1.
Reseni. Plati
11 11
1+z 2+(z—1) 2143t
Vyjadtrime zlomek pomoci geometrické rady.
Pokud ’ ’ < 1 (tj. nachézime se na K(1,2), f je zde holomorfni), pak
11 noox (z—1)"
i 1)" _ —1)"
1+2 21—|— Z( ) ( ) nz_:o( ) on+1
z2;1’ > 1 (nachdzime se na P(1,2,00)) plati ‘%‘ <la
L1 -l &l < 2 )n ~
1+z_2+(z—1)_1_(_j) b z—1)
0o on 0 ( 1)n+1
= —— (z—1)"
= =2
A

Uloha 7.12. Uréete Laurentovu fadu pro funkei f(z) = ﬁ v mezikruz{ konvergence
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a) 1<]z—1 < o0 b) 1< |z| < o0

Resend.

a) Nachdzime se na mnoziné P(1,1, 00). Plati

L S B 1 5 1
z1-2) 2z 1—-z 1+(z-1) z-1 2 +4+1 2z-1

1 &1 1\ &, 1
:_z—1+zz—1(_z—l) :Z(_l) ntl

n=0

SRR - £

n=1 n=2 n=—oo

A

Uloha 7.13. Urdete viechny Laurentovy rozvoje funkce f (2) = m se stfedem v nu-
lovych bodech jmenovatele.

Reseni. Nulovymi body jmenovatele jsou zp = 1 a 2z, = 2. Déle plati

1 1 1
(z—1(z-2) 2-2 z2-1

1. 20:]_

Funkee f je holomorfni na prstencovych okolich P(1,0,1) a P(1,1,00). Zlomek — 1
je svym vlastnim Laurentovym rozvojem. Pocitdme Laurenttv rozvoj pro :12

(a) Necht z € P(1,0,1). Pak

1 1 o0 .
z—2  1-(z—1) =_n§(z—1)

takze
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(b) Necht z € P(1,1,00). Pak

1 1 1 1 1 & 1 \" &
z—2_(z—1)—1_z—11—ﬁ_z—lnzzo(z—l) _n;(z
a odtud
1 1 1 >
_ = — 1"
1) z—1+z—1+(z—1)2+ nzz:z(z n_z_:oo(z
2. 2022

Funkce je holomorfni na prstencovych okolich P(2,0,1) a P(2,1,00). Zlomek - 2 je

svym vlastnim Laurentovym rozvojem. Po&itdme rozvoj pro ——1-.
z—1

(a) Necht z € P(2,0,1). Pak

2—1 1+ (z—2) :7;)(—1)"(2;—

a tedy
o0

f(z) = —+ Z D™z =2)"= > ()" (z—2)"

n=-—1
(b) Necht z € P(2,1,00). Pak

1 1 1 1
z—1 1+(2-2) z—-21+ 2

n=0 n=1
a tak dostdvame
oo 1 -2
fE) =3 g = 2 (-2
n=2 n=-—00
A

Uloha 7.14. Uréete Laurentovu fadu pro f(z) = m se stfedem v zp = 0 v mezikruzi
2 < |z <3.
Reseni. Plati

1 1 1

G-2(z-3) z2-2 2-3
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Pro |z| > 2 je
1 1 1 1.& 2\" >, 2n ! = (I\"T |
) R e 2 )
a pro |z| < 3 méme
11 1°°(z)"_ iz”
z—3 31— 34\3) 4Lantd
a celkem plati
(2_2)('2_3) n=—0o 2 n=0 3
A

Uloha 7.15. Uréete Laurentovu fadu pro f(z) = w v okolf zy = i.

Resend. Plati
1 __i 1 _l 1 +i 1 _l 1
(22412 4z—i 4(z—i)? 4dz+i 4(z+i)?2
Urcime rozvoj z%ﬂ
1 = 1 — _i 1 — _i f: (_i)n (Z _ l)n
z4+i 2i4+z-—i 21—(%(z—i)) 2=\ 2
a derivaci
b i i (_l)nn(z —i)"t = i f: (__)n-i-l (n+1)(z—1)"
(Z+1)2 B 2n=0 2 - 2n=1 2
Sectenim ziskame
i1 1 1 1 & i\" i i\t
- = - = - _n\n _ - - 1 _i\n —
4241 4(z+i) 8,%%( 2) (z =) 8,2( 2) (n+ D=1
1 2 &/ i\ 1 & iyt
IS S D D I e 1)(z —1)" =
8+16n§< 2) (z=1) 16n1( 2) (n+1)(z—i)
1 1 & i\"t!
T N 1—n)(z—i)"
8+1621( 2) (1 =n)(z=1)
Celkem méame
1 1 1 i1 1 1 & i\t
== _Z 4= —= 1— —i)"
4(z )2 4z—i+8+16nz=:1< 2) (1 =n)(z—1i)

(22 _l_ 1)2
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Uloha 7.16. Uréete Laurentovu fadu pro f(z) = % v okoli zy = 2 a v mezikru{
1<z <2.

Reseni. Plati
2-2z2+45 1 i N i
(z—2)(22+1) 2-2 z+i z-—i
a) Nejprve feSme pripad okoli zg = 2. Plati

i i i1
z+i i+2+(z-2) 2+1_
2\" 142X /i—2\"
— — o)
(2+1) 5 nz:%( 5 ) (-2
a
i i 142 1 B
z—i 2—i+(z+2) 5 1_(_%(2_2))_
—142i (—Q—i)"
(z—2)"
) nz::O 5)

Dohromady mame
22—22+5 1 1+21 n —14+2i & /—2—-i\"

— _2n _2n
(z—=2)(24+1) 2z-2 X_:( )(z ' 5 Z( 5 )(z )

- sz 1 §O<—1)" 2 1)n+;;f2 0 gy

b) Nyni fesime pfipad mezikruzi 1 < |z| < 2, tj. mnozinu P(0,1,2).

Plati ) ) | oo -
zn
z—2 21— _52() __nz:%?"“

Déle mame

i r i . i _i(i)"_ i 1 i
z2—i 1-=-1 i—1_1—1__1 2) oz 22 23
z z n=
i 1 i © 7 oi\" i 1 i 1
e () s etatat
z+1 1+2 1+2 =\ 2 z oz z z

takze ) )
i i
z—1 z4+1

=9 Z (_1)nz—2n
n=1
a dohromady mame

22—-2245 o Zn

(z—2)(22+1) =2 Z( 1) 2n_n2:%2n+1

n=—oo
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A

2224+62—2i

2(-D(s12) S stfedem

Uloha 7.17. Uréete viechny Laurentovy fady pro funkci f(z) =
V 2o = 0.

Reseni. Funkce f je holomorfni na prstencovych okolich zo = 0 P(0,0,1), P(0,1,2) a
P(0,2,00). Déle plati

22 46z—2 1 2 1

2(z—1)(z+2) e T2 zZ+2

Vidy % bude svoji Laurentovou fadou. Poéitejme proto postupné

i) Necht z € P(0,0,1). Zde |2 < 1 a \—g <1 a plati
2 g1 =2i§:(—1)"z" =2§:(—1)"i"+1z"
z—1 1+iz o =
11 1 1 < z) 2, (—1)ntin
T 97 [\ 9 T9) T LT ony1
z+2 21_(_5) 2=\ 2 — 2
a proto
1 0o oo (_1)n+1zn 1 oo (21)n+1 -1
— 2 _1n-n-|—1n N2 S O e Y.
fla)=-+ nz:%( )i z+nX:% ot z+n§( TR

kde % je hlavni ¢ast rozvoje a zbytek je reguldrni ¢ast. Hlavni ¢ast rozvoje mé pouze
kone¢né mnoho nenulovych c¢leni, reguldrni ¢ast jich ma nekonec¢né mnoho.

Navic podle Véty 8.4 ve skriptech mame

dz

202 -1 1 / 22% + 62 — 2i
Y

n=(1)'"—FF— == -
an=(=1) 2ntl 27t Jy, 2"2(2 — 1) (2 + 2)

pron € {0,1,2,...} a o € (0,1) a 7,(t) = ge*, t € [0,27]. Pro stejné kiivky plati déle

W1 1/ 222 + 62 — 2i s
T T omi )y, 2(2 — i) (2 + 2)
1 222 + 62 — 2i
an=0=—,/ - z
27 Jy, 2(2 — 1) (2 + 2)2" 1!

pron € {—2,-3,...}. Pocitat tyto integrdly pfimo by bylo mnohem pracné&;jsi.

ii) Necht z € P(0,1,2). Pak |

1
z

<la ‘—%) < 1 a plati

e o] in

2 2 1 2. /i\" i
== () =2l m

—i 211
z—1i zl—; Jopur
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n+1

=0
3 0o 1 n+1
= 53 "”f"+z‘*§3(‘§) g

n=—o0 n=0

takze jak hlavni, tak regularni ¢ast Laurentovy fady maji na tomto mezikruzi neko-
necné mnoho nenulovych clend.

Navic pro n € {0,1,...}, m € {—2,-3,...} a pro k¥ivku 7,(t) = ge" pro ¢ € [0, 27],
kde 1 < p < 2 libovolné mame

_1\n+1
@F%%r:%/ﬂ@;w
a1 =3= 2m f( )
A = 2(=1)"™** = 2m | fl )Zm+1
iii) Necht z € P(0,2, 00). 2l<1a

2 2 1 2 & /i\" X i

i z1—1 Z(_) :22,2”"‘1

1 1 1 1 2\" e (—1)““2"

o :__—:__Z(__> :ZT

zZ+2 z1— (_2) z = o
a
[e’e) in o (_1)n+12n 1
f(z) =27;Jzn+1 +§T+;
> -1 "+12n 2 1 1
Z ol T Z T, 7213

n=1

5 (- ()

n=-—00
tudiz hlavni ¢ast rozvoje ma zde nekoneéné mnoho nenulovych ¢lent a regularni ¢ast

je dokonce nulova. Navic n € {0,1,...}, m € {—2,-3,...} a pro kiivku ~,(t) = ge"
pro t € [0,27], kde 2 < g libovolné méme
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1
4 =2=— d
a-1 2mi Jy, f(z)dz
m_ (LML
) I
A
Uloha 7.18. Urdete Laurentovu fadu pro f(z) = sin? z na okoli 2y = 0.
Resend. Platisin?z =sinz-sinz asinz = Y ,(—1)" ;:::11),, edy
[e’e) z2n+1 [es) z2m+1
= _c _)mz
w'e= (S0 (SO @)
oo 00 1)m+nz2n+2m+2 oo k—1 1)k—122k
nzz%mz::o 2m + 1)!(2n + 1)! kz%mZ:O 2m+1)'(2k m —1)!
A

Uloha 7.19. Urdete nékolik prvnich &lent Laurentova rozvoje funkce f(z) = m se

stfedem v 0.

Reseni. Funkce f je holomorfni na P(0,0,7) a pro kazdé z € C méme

22 28 23
takze vynasobenim méame
2 2
-1 = c_Z
(e —1)sinz = 2> + g “og T

ha 4 v 3 5
a délime 1 fadou 22 + - — £, + - -

2 24 2 ' 24
(22 A\ _ 2 2 A
2 4 48] 4 24 48
22 23 2 22 2t 2P
—(z §_%)=_E_E_%+

takze
1 1 1

1
(e* —1)sinz 22 2z+4_l 12+
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Uloha 7.20. Uréete Laurentovu fadu pro f(z) = Gz ha lz—1| > V2.

Reseni. Pro z € P(1,+/2,00) plati (podobné jako u minuljch cviceni)

1 & e (A=)
Z_i_nzo( D) (z —1)nt1

nasledné derivujeme

o DD - ) - 1)

takze .
(2 —1 02 Y ()M A=) (e 4+ 1) (z - 1)

n=—oo

Uloha 7.21. Uréete Laurentv rozvoj funkee f(z) = sin -2 v P(1,0, 00).

Reseni. Vyjadifme si funkci f

1
f(z) = sin (1+m) :sinlcosz_ 1 +coslsinz_1
Protoze pro libovolné s € C plati
00 L s o Sn
i — _1 n—-t_ -~ — _1 n
sin s HXZ:I( ) 2n—1)! cos § RXZ%( ) )
a pro z € P(1,0,00) je
f(z) =sin1l i(—l)"; +cos1 i(—l)"‘1 1
n=0 (Z - 1)2n(2n)| n=1 (Z - 1)2n—1(2n — ].)'

_ 00 - cosl sin 1
=sinl+ n;(—l) ((z —)212n—1)! (2 — 1)2”(2n)!)

pricemz sin 1 je regularni ¢ast rozvoje a zbytek je hlavni ¢ast. A
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Kapitola 8

Teorie rezidui

8.1 Izolované singularity a rezidua

Pokud £(z) je holomorfni v (ryzfm) okoli zy € C, tj. v 0(20)\ {20}, Fkéme, Ze 2 je izolovand
singularita. Pak na (prstencovém) okoli zy P(zo, R) := P(20,0, R) m4 f Laurentiv rozvoj,
tj. f(2) = 200 o an2™ pro kazdé z € P(zp, R). Bod zy se nazyva

i) odstranitelnou singularitou, jestlize je hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f na
P(zy, R) nulova,

ii) pdolem Tidu n € N, jestlize je a_, # 0 a a_y = 0 pro kazdé k > n (pdl fddu jedna
nazyvame jednoduchym pélem),

iii) podstatnou singularitou, jestlize hlavni ¢ast Laurentova rozvoje mé nekone¢né mnoho
nenulovych c¢lend.

Funkce f(z) mé v 2o pdl fadu n, jestlize ﬁ ma v zg n-nasobny nulovy bod. Pokud

mé f(z) v zp odstranitelnou singularitu, lze definovat f(z,) tak, ze f je v 2o holomorfni.
Podobné mizeme klasifikovat izolované singularity pomoci limity funkce.

o Jestlize lim,,,, f(2) = ap € C, mé f v 2, odstranitelnou singularitu.
o Jestlize lim,_,,, f(z) = 0o, méa f v 2z p6l (néjakého Fadu).
o Jestlize lim,_,,, f(2z) neexistuje, mé f v zo podstatnou singularitu.

Uloha 8.1. Uréete a klasifikujte singuldrni body funkci

1 1 23
a) 2= €) e h) 5
1
b) eT—= )
fy -1 i) tg2
c) sin 2
e’—1 :\ sinz
d) cosz g = i) =

129
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Resent.
a) 22>
Funkce méa dvé izolované singularity, zo = 0 a zg = oo.
e 29 = 0 je podstatna singularita, nebot plati
—nl\z

takZe hlavni ¢ast Laurentova rozvoje zde ma nekone¢né mnoho nenulovych cleni.
Odtud vime, Ze limita lim, o f(2) neexistuje. To miZzeme ukdzat také pfimo. Po
dosazeni z = x + iy je

2 1 2 2\ o773 = :
z%ez = (x° — y“)e=*+v? cos 2e=*+v? gy sin ———
(@ = y7)ests a:2+y2+ T x2+y2+
. L Yy 2 2N s . Yy
+ 1 (2ez2+y2 Ty Ccos :1:2——|—y2 - (117 -y )ez2+y2 s m)

Pocitdme nyni lim,_,o R(f(2)). Plati

T

R(f(2)) = es?+2 ((mQ — y?) cos ﬁyz + 2zysin ﬁzﬂ)

a substituci £ = pcosp, y = psin ¢ mame

cos ¢

R(f(2)) =e e

(Q2 cos” p cos SH:O — 0 sin? p cos SH;('D + 20%sin 2 sin SH;SO>

cos sin . sin . . sin
—e ¢ g2 ((3032 pcos P — sin? pcos —? + 2sin 2psin 90)
Q Y @

cos ¢

pfi¢em? vyraz napravo v zvorce je ohranideny. Stadi tak poditat lim, ,o+ 0% ¢ .
JenZe je-li ¢ = 7, mame

lim gze% = lim ¢*=0

o—0t o—0t
zatimco pro ¢ = 0 mame
1 1 1
.91 ee e <_?) i
lim p°ee = lim —+ = lim 5 = - lim gee =
o—0t o—0t 7z 0—0t -3 2 o—0+
1 1 1
1 .. ee 1 .. e\~ 1
= lim 4 = - lim T =5 lim ee =0
2 o—0t+ = 2 o—0+ — = 2 0—0+
0 3

takze limita neexistuje.
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b)

131

e zy = oo Pocitame f(i) pro 2o = 0. Pak f(%) = z%ez. Studujme -2 2.

1(2)

dosazenim z; = 0 mame

2_
).

d2=0

22\
[(—) = [2ze_z — zze_z] =0

e* J42=0 #=0
Z2 1
all = [2e7" — 2z —2ze "+ 2% 7| =2#0
e? | z=0

tudiz zp = oo je pélem fadu 2 funkce f(z) = 22e:.

o1

Funkce mé v zg 1 podstatnou singularitu, protoze funkce e mi v 0 podstatnou
1 n+1
singularitu (to je vidét také z toho, Ze eT—= = Y_>° = 1)~™).

n! ('Z -

, 1 . 1 .
Naopak v zg = oo je funkce holomorfni (bereme eT™== = e° = 1 = lim,_,,, €T ), takZe
zde nema singularni bod.

sin &
z

neo(=1)" Grypmzer) & v 00 je

Funkce mé v zy = 0 podstatnou singularitu (sin 2
holomorfni (nebo by méla odstranitelnou singularitu).
cos 2

Funkce mé v 2y = oo podstatnou singularitu, protoZe cosz = Y22 ,(—1)
¢ast Laurentova rozvoje v nekonec¢nu.

nm je hlavni

1
+17
V izolovanych singularitach 4+i mé funkce pély fadu 2, coz je snadno vidét z prevracené

hodnoty funkce.

1 1 _

e?*—1 z

z—e*+1
z(e?—1)

Funkce mé v 2y = 0 odstranitelnou singularitu, protoze

lim 2= e’ +1
=0 z(e? — 1)

—e? _1

‘O‘—lim 1-¢ 0‘—lim
0] z>0e? 0|  2-02e% + ze? 2

— 14 ze?

V bodech zy = 2kmi, k € Z \ {0} se nachdzi pdl faddu 1, protoZe pfevracend hodnota
z(e®—1)

funkce (=777 ) v nich m4 jednoduchy kofen.

Singularni bod zy = co neni izolovanou singularitou, je totiz hromadnym bodem péli.
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Funkce mé dva singularni body, zp = 0 a zg = co. Plati

EEEHEEIEH(I s B e

z z n=0 z n=1 n=0

v P(0, 00). Hlavni ¢4st rozvoje v nule je nulové, zatimco hlavni ¢ast rozvoje v nekoneénu

(coz je vlastné reguldrni ¢ast rozvoje v nule) mé nekoneéné mnoho nenulovych ¢leni.
Bod 2y = 0 je tedy odstranitelnou singularitou (a f(0) := lim,_¢ f(2) e 1), bod

Zp = 0o je podstatnou singularitou.

z
z—1

Zde si pomuzeme Vétou 9.7 ve skriptech. Ta Tika, ze f mé v zo p6l fadu n pravé tehdy,

kdyz f(z) = 9(z) pro néjakou holomorfni funkci g nenulovou v 2y. Pro zg = oo je

(z—z0)™

vztah f(z) = 2"g(z). Takze muzeme psét

pfi¢em? 23 je holomorfni v 1 a ~*7 je holomorfn{ v co. Funkce f mé tedy v 2o = 1 pdl
rfadu 1 a v 25 = oo pdl radu 2.

tgz
Singuldrnimi body jsou 23 = 5 + k7t pro k € Z. ProtoZe tg% = cotg z je holomorfni v z
a (cotgzx) = —m = —1, jsou z; jednoduchymi pély funkce f.

Bod zy = 0o nemiize byt odstranitelnou singularitou, nebot f neni ohranicena v Zzadném
P(o0,7), ani pdlem, nebot neplati lim, ,,, tgz = oo, protoZe v libovolném P(oo,r)
existuji body, v nichz tgz = 0. Nemuze to byt ani podstatné singularita, protoze tg z
nabyva v kazdém okoli oo vSech hodnot s vyjimkou +i. Tedy oo je hromadnym bodem
pdld, neni to izolovand singularita. Podobné pro f(z) = cotgz jsou z; = km pdly fadu
1 a 00 je jejich hromadny bod, tj. neni to izolovana singularita.

sin z
z

V 2y = 0 se nachazi odstranitelnd singularita, v zp = oo pak podstatna singularita.
Oboji plyne z Taylorova rozvoje pro funkci sin z.

A
Necht

e.e]

f(z)= > an(z—2)"

n=—oo

je Laurentiv rozvoj funkce f v bodé zy. Koeficient a_; nazyvame reziduem funkce f v bodé
20, znacime jej res,, f. Je ziejmé, Ze je-li f holomorfni v 2, je res,, f = 0.
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Mé-li f v bodé 2 € C pél n-tého Fadu, pak plati

res,, f = 1 lim ((z - zo)"f(z))(n_l) (8.1)

(n— 1)l =2

a pokud je oo pdl fadu n, je

rese f = _ﬁ lli% (z"f(%))(nﬂ)

Pokud f(2) = ig;, kde ¢ a 1 jsou holomorfni v zg, p(z9) # 0, ¥(20) = 0 a ¥'(20) # 0, md
_ p(z0)

f v 2o jednoduchy pdl a plati res,, f = e
Pfipomeneme si jesté dilezity vysledek k pocitani integrali, totiz reziduovou vétu.

Véta (Reziduova véta pro Jordanovu cestu). Necht Q2 je jednoduse souvisld oblast a vy
je kladné orientovand Jordanova cesta lezici v Q). Necht ddle funkce f je holomorfni na
mnoziné€ Q\ {z1,...,2n}, kde z1,..., z, € Inty a m € N. Potom plati

/ f(z)dz = 2mi i res,, f
v k=1

Diikaz. Skripta, Véta 9.14. ]
Uloha 8.2. Vypodtéte rezidua v pélech funkee f(z) =

23_25°
Reseni. Funkce f je racionalni lomend. Jejimi singularitami budou nulové body jmeno-

vatele, zde 212 = 1 a 2345 = 0, tj. £1 jsou jednoduché pély a O je trojndsobny pol.
Poéitdme podle vzorce (8.1)).

res; f = 1lim (z—1) 1 Y = lim 1
B = (z—1(z+1)23)  ==1(z+1)2% 2
1 1

e S = I s T e

" /
reso f = 1 lim | 2° 1 = 1lim 2% =
0 21z=0 " 23(z —1)(2+1) 220 \ (1 — 22)2
1. 21—22)2+821—2%) 1. 24622 12

=2 (1= 22 P TTe it i

2

Uloha 8.3. Vypodtéte rezidua v pélech funkee f(z) = =

Reseni. Body z, = i jsou pély druhého fadu. Takze plati

2 ! 2 '
7 2 % _ T _Z ) =5 —21Z =
res; f = liy ((Z ! —(1+z2)2> ‘135%(<z+i>2) R EET
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—1

2 / . .
L Ny 2 o —2iz i
res—i f = lim, <(Z LR z2)2> Bk T CEn

Uloha 8.4. Vypodtéte rezidua v pélech funkce f(z) = =X

Reseni. Plati . )
- _¥%¥
/() sinz  Y(2)
kde ¢(z) =1 a 9(z) = sin z jsou holomorfni na C. Body 2o = k7t jsou pély prvniho fadu a
plati
1 1 1

sin’ kmt coskm (-1)

resgr f = s = (—=1)*

Uloha 8.5. Vypodtéte rezidua v pélech funkee f(z) = é‘if)zg

Reseni. Funkce mé v zo = —1 jediny pél tietiho ¥adu. Takze

1 .. 3 Sin2z "1 ) ) "
res_; f = 521_1)11_11 <(z +1) et 1)3> = Ezlin—ll (sin2z)” =

1
= lim 5(2 cos2z)’ = lim (—2sin2z) = 2sin 2

z——1 z——1
A
Uloha 8.6. Vypodtéte rezidua v pélech funkee f(z) = .
Reseni. Body z = 2kmi jsou pély prvniho fadu pro kazdé k € Z. Takze
o 1 1 1
IeSokni = = - =
z 1 2z / 2k
© [(e 1) L:%m ©
A

iz

Uloha 8.7. Vypodtéte rezidua funkce f(z) = el
Reseni. Z¥ejmé stali poditat rezidua jen v singuldrnich bodech, jinde jsou nulova.
Pokud k = 0, mdme f(z) = %; a funkce mé v 0 pdl Ffadu 2, tedy
_ 1 : iz\/ __ 1 : iz __ 1
s f = ") = 1=

Pro k # 0 mame dva jednoduché pdly v z = %ki a plati

resy, f = lim (z — ik) < A
ik S = R T k) e+ k) 2k 2k
iz ek iek:

€
(z —ik)(z+ik) 2k 2k

res_ f= lim (2 +ik)
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Uloha 8.8. Vypodtéte rezidua funkce f(z) = =m0 +z)n pron € N.

Reseni. V zy = —1 méa funkce f pél n-tého fadu, jinde je holomorfni a m4 nulové reziduum.

Pak plati

. 2n\(n) __
res_; f = =) Jim (2)
1 (—=1)"*1(2n)!
= m2n—-1):---- 2)(—=1)"t1 =
(n— 2@ =) A 2T = G i

A

Uloha 8.9. Uréete rezidua pro funkci f(z) = 12,

22

Reseni. Funkce mé pél fadu dva v bodé z = 0, proto podle (8.1)) mame

s /

sin z )

reso f = lim ( 22 =limcosz =1
2—0 22 z2—0

Uloha 8.10. Uréete reziduum pro funkci f(z) = sin 2.

—z°

Reseni. Funkce mé v bodé z = 1 podstatnou singularitu. Pomoci Taylorova rozvoje pro

sinw a dosazenim w = ;- méme Laurentiv rozvoj

1 2n+1 oo (_1)n+1
s1n = Z I ( ) = ] 2n+1
(2n + 1) -z = (2n+1)1(z-1)
a reziduum je koeficient pro n = 0, takZe res; f = (—1)°+1m = —1. A

Uloha 8.11. Uréete reziduum pro funkci f(z) = é‘if)@,

Reseni. Funkce f m4 v bodé z = —1 pél t¥etiho f4du. Proto podle (8.1

res_1 f = _1)

. 2 " 1
((z—}- )3%> =3 l_i)rr_%sin 22)" = 1_1)1{1 (cos2z) = 2sin2

L\Dlr—-

Uloha 8.12. Pomoci rezidui vypodtéte

/r z(zd—z 1)2

kde I': |z| = 1 je kladn€ orientovan kruZnice.
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Reseni. Funkce f(z) = z(z )
v IntT") a pél fddu dva v 1 (lezi v ExtT"). Spocitame

——— mé dvé izolované singularity, jednoduchy pél v 0 (lez

1
reSOf—lli)I(l)Zm =1

takze fr Femyi = 2miresy f = 2mi podle reziduové véty. A
Uloha 8.13. Vypottéte [ Z(zez—z_H) dz,kdeT': |z+ 1+ i| = 2 je kladné orientovan4 kruZznice.

Reseni. Funkce mé jednoduché pély v bodech 0 a =i. Z téchto bodd lezi 0 a —i uvniti
IntT (vzdyt [0+ 1+i| =v2<+vV4=2a|-i+1+i| =1 < 2), zatimco i lezi vné kruznice
(protoze [i +1+i| = v/5 > 4 = 2) Pocitdme proto rezidua v 0 a —i. Podle snadno
zijstime, Ze resy f = 1 ares_; f = %-. Proto

—i

/F —z(zze+ 0 dz = 2mi(resy f +res_; f) = 2mi(1 + %) = msin1 +i(2m — 7cos 1)

Uloha 8.14. Vypottéte

sin z
/ > dz
r 22 +iz
kde I': |z +1i| = 3 je kladné orientovand kruznice.

Reseni. Pouzijeme reziduovou vétu. Funkce mé dvé izolované singularity, z = 0 a z = i,
pfi¢emz obé lezi uvnitf kruhu IntT" (|04+i] = 1 < 3 a |i+i| = 2 < 3). Po¢itdme tedy
rezidua funkce f v téchto bodech.
V z = 0 méa funkce odstranitelnou singularitu, protoze
sinz |0

I'H.p.,. COSZz 1
im - =
=0 z(z +1)

im -=-=—-ieC
z—0 2z +1i i

takze muzeme dodefinovat hodnotu f(0) tak, aby byla funkce holomorfni a resy f = 0.
V z = —i m& funkce pdl prvniho fadu (tj. jednoduchy pél) a plati

. . . . 1— _1 —_—
sin z . sinz sini S— el—et
— = lim = =-—%_ = =sginh1
z(z+1) -1 2z i i 2

res_; f = ILII_I_(Z +1)

Pak podle reziduové véty mame

1 21
/1“ zzlflij dz = 27 (0 + sinh 1) = 2misinh 1 = 7i (e — E) _ i
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Uloha 8.15. Vypottéte .
/ elZ d
———dz
r (22 +1)2
kdeI': |z +1i] =1.

Reseni. Funkce mé dva pély druhého fadu, z = =i, z nichZ pouze z = —i lezi uvnitf Int T’
(|-i+i=0<1,ale |i+1i| =2 > 1). Proto pocitame reziduum v bodé —i.

iz

iz ! iz !
res_; ——— = lim ((z+i)?———— | = lim [— | =
(2241)2 o (z +1)%(z —1)? z=—i \ (z —1)?

ie”(z —1) +2¢¥ —2e+2e

=i = =0
SERNNCEDE (=i
takze )
/ ©  dz=0
—_— z —_—
r(22+1)2
A
Uloha 8.16. Vypottéte
3+ 27
[Bry,
r ee—1
kde I': |2| = 2.
Reseni. Funkce f mé jednoduché pély v bodech z = 2kmi, k € Z. Poéitame
— 2kmi)(3 4+ 2e7%) v 3+ 2e7% —2(z — 2kmi)e™*
resyen f(2) = lim (2 7ti)(3 4 2e7%) VHp o + 2e (2 mti)e _5
2—2kmi er—1 2—2kmi e?
Z pola lezi uvnitf Int ' pouze z = 0 (|2kmi| = 2 |k| T < 1 pouze pro k = 0), takze
2e—?
/3+—edz=27ri-5= 107
r e—1
A

Uloha 8.17. Vypottéte

1
d
/1“z4+1 i

podél kiivky I': R(2)% + S(2)? = 2R(2).

Reseni. Nejprve popiSeme kiivku I'. Substituci z = z + iy mame 22 + y? = 2z a odtud

(z —1)®+y® = 1, tj. kruznici |z — 1| = 1. Funkce 15 ma &tyfi jednoduché poly, £+/£i =

=detil =4 (%ﬁ + 1@) Z nich pouze \/Ti + i@ lezi v Int I'. Protoze plati
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mame
res f 1
V24iV2 )
(z+‘/7§—1‘/7§) (Z+\/T§+1\/7§)<Z—§ﬂ:1\/7§) O
B 1 B 1 B 1 B
V2 (\/5 +iv/2) (j:i\/ﬁ) (2 £12) (:I:i\/ﬁ) +2i/2 — 2v/2
11 V21FE V2(-1Fd)
T9y2-1+i 4 2 8
takze

1 (V2(=1=1)  V2(=1+1) A2 Ttiy/2 i
/Fz4+1dz:2m< 5 + 3 )2—27E 1= 3 3

A

Uloha 8.18. Vypodtéte I = = f)?; 57> kde T': |z — 2| = 1. (neFeSené, vysledek: I =
= —271i)

Uloha 8.19. Vypodtéte I = (2_3)‘1(%, kde I': |z| = 2. (nefeSené, vysledek: [ = — &)

Uloha 8.20. Vypodtéte I = | W, kde I'(t) = 2cos®t + 2isin’t, ¢t € |0, 27t]

(nefedené, vysledek: I = 33)

Uloha 8.21. Vypodtéte I = Jr W

=) kde I'(t) = (1+2cost)+i(1+2sint), t € [0, 2m7].

(nefedené, vysledek: —2)

Uloha 8.22. Vypoététe (redlny) integral

I /2“ cos 3¢
5 —4cos <p

3 1
2341
+3

2 Y

~ . gt
Reseni. Uvazujme substituci z = €' = cos p+isin ¢. Odtud cos p = J;z a cos3p =
dz = izdyp. Interval [0, 27| se transformuje na kruznici I': |2| =1 a

2541 2541 6 6
cosdp 5,3 I z>+1 2> +1

5—4cosp 55— RS B pr 2% 2 T 222222 —52+2) 222(2z2—1)(z—2)

takze

1 22 +1
1:——/
% e Pz — 1)z —2) ¥

IK¥ivka T je asteroida.
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pfi¢emz v Int T leZi singulérni body z = 0 (trojndsobny pél) a z = 1 (jednoduchy pél).

Zjistime resy f = % a res1 f= —% (napftiklad pomoci (8.1)) a mame podle reziduové véty
vysledek.

1 2541 2mi (21 65 27 T

21 Jr 2222 — 1)(2 — 2) 2 \8 24 24 12

8.2 Fourierovy a jiné realné integraly
Nejprve se budeme zabyvat integraly

/_Oo f(z)coskzdz a /_oo f(z)sinkzdz

Véta (9.17A ze skript). Necht f: C — C je holomorfni v C s vgjimkou konecného poctu
izolovangch singularit, pricemz na redlné ose pripoustime pouze pély ridu jedna. Necht
k>0 alim,, f(z) = 0. Jestlize funkce f nabjvd na redlné ose pouze redlngch hodnot a
jestlize [ f(z) coskx dx existuje, pak

/_o:o f(z)coskzdzr =% [27‘& > res, (f(z)ei’“z) +mi Y res, (f(z)eikz)]

(w)>0 S(w)=0

Jestlize funkce f nabjvd na redlné ose pouze redlngch hodnot a jestlize [°% f(z)sinkz dz
ezistuje, pak

/oo f(z)sinkrdz =S lZTti > res, (f(z)eikz) + 7 ) res, (f(z)e““)]
- S(w)>0 S (w)=0

Pozndmka. Je-li f dle pfedpokladi véty a jsou-li poly na redlné ose tvaru (2m + 1)3;
respektive m7, kde m € Z, pak uvedené integraly existuji.

Uloha 8.23. Vypottéte

a) I = [, 52 do, b) I, = [, 52 dg.
Resend.
a) Mame funkci f(z) = z2+;-1’ kterd na redlné ose nabyva pouze redlnych hodnot f(z) =

= 5 pro z € R a plati lim, ., f(z) = 0. Funkce ma v bodech =i jednoduché pély
pouze i ma (i) > 0), takze pocitame
(

el? e i

e @ = ImE e T T e

al,=R [QHiQ] =7

2i
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b) Mame funkei f(z) = 55, kterd na redlné ose nabyvé pouze realnych hodnot a plati
lim,, f(2) = 0. Tato funkce ma jednoduché pdly +2i, pficemz pouze ¥(2i) > 0. TakZe

oi22 e2iz 27
_ & ; L =3 =
=S lQm resyi 4 z2] l2m zh_{% 2+ 21] [41e] 0

Obecné plati

© coskzx T © gin kx
—— ™ dr=-e"" a / ———dy=0
/_oon2+w2 n —00 N2 + 22 4

pro k> 0,n > 0. A

Uloha 8.24. Vypoditejte [ S (g, tzv. ,integral sinus“ (porovnejte s cvifenim M
strana [109)).

Reseni. Méame funkci f(2) = %, ktera nabyva na redlné ose pouze redlnych hodnot a plati
lim,_, f(2) = 0. Funkce m4 v 0 pdl F4du jedna. Plati resy - =€ =1 a

00 Qi 1 00 qi 1
/ smxdxz_/ SlndeL’:—S(Tﬂl):—
0 x o9 T 2

Uloha 8.25. Vypoditejte

a) Ic_foo I CoST dxa,I _foo rsinx dz

00 2441 —00 z24z+1

b) Ic — f_oooo T Ccosx dCL' a Is — f_oooo rsinx d.’L'

z2—2z+10 z2—2z+10

(nefeSené, vysledek: I, = fe™®(cos1 —3sinl) a I, = Fe (3 cos1+sin1))

c) [ Grrirra (nefesend, vysledek: {5 (16e7° +e7'7))

ktera na reilné ose nabyva pouze realnych hodnot a
—1 4

Reseni. Mame funkci f(z) = e

lim, o f(2) = 0. V horni poloroviné mé pél prvniho fadu zy =

zels e (—%—i—i‘/?g) - (COS——ISIII )
2Z24+24+1 2z +1 iv3

res,, =

takze

: A -
®©  TcosT . [* zsinz (—%4—1@)6 2 (cos%—mm%)
/ 2—dx+1/ 5 dz = _ =
0 T+ +1 o Z?+1T+1 iv3
1 1 1 1
:%<—COS§+\/§Sin§+i(\/§COS§+Sin§>)
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a odtud
®© T CosT T 1
L= [ e ide= g (oo +VBsng)
©  zrsinz T 1 1
L= [T T (foos L in)
oo 224+ x4+ 1 V3 \/_COS2+SHI2

A
Kromé Fourierovych integralti se budeme zabyvat i pouzitim rezidui k vypocétim jinych
typt realnych integrald.

Uloha 8.26. Vypoditejte

~Jo 1—2pcosz + p?

kde p € R tak, ze 0 < |p| < 1.

Reseni. Integral vypoditdme pomoci reziduové véty. Oznaéme v: |z| = 1. Plati

/27[ dz ~ dz
o 1—2pcosz+p? wiz(l—p(z+%)+p2) -

| & ' dz
:1/7pz2—(p2+1)z+p ZILP(Z_p) (==7)

p

kde p € Inty a % € Ext v, takze

res ! = lim(z — p) ! ! !
p =1 - = =5
p(z—p)(z—,%) 7 Upe=p) (z-3) p(p—j) P
takze I = — = (podobne bychom pro |p| > 1 dostali I = 1) A

Véta (9.17 ze skript). Necht Q(u,v) je komplexni raciondlni funkce, tj. (u,v) € R? a

Q(u,v) = ;gzzg , kde P, R jsou komplexni polynomy. Necht R(u,v) # 0 pro kazdé (u,v) € R?

takové Ze u® +v? = 1. Pak

27
/ Q(cosz,sinz)dr =21 ) res, f
0

|lw|<1
kde f(z) := %Q(% (z + %) ,—3 (z - %))
Vidime, Ze tlohu jsme mohli spocitat i pomoci predchozi véty.
Uloha 8.27. Vypoditejte
a) [ = [ 5—2 _drkdeb>a>0

a2+b%2—2abcos
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b) I=J"

TTo cost +acos - kde |a| < 1 (nefeSené, vysledek: I = —22=)

v/ 1—a? ’
Redeni. Méme funkci Q(c,s) = S

i 3ape» DrotoZe cos2z = cos’z — sin’z. Funkce Q
spliiuje predpoklady predchozi véty, proto mame

f<z>=écz<;<z+§>,—;<z—1>>=lﬁ<z+%>2+%<z—ﬁ>2

Z z a2+b2—ab(z+%)

s ey i)
T2 a2+b2—ab(z+;) T a2+ 0z —ab2? —ab
I SRS U R

2a223 + b223 — abz? — abz?

4_|_1

ZE I

tzikie f(2) mé dvojnisobny pél pro z = 0 a jednoduché pély pro z = ¢ a 2z

2abz2( z+ z—zz—l)
2abz2 (

= 2 (ktery
v8ak nelezi v |z| < 1, protoZe b > a). Plati (napiiklad z (8.1)))
a b a* + b
resonZ—i-a reS%f:—m

takze

[__2m a®+b  a*+b' \ _ 2n(a® + %) (0 — a?) — 2n(a* +0%)
~ 2ab ab ab(b? —a2) ) 2a%62(b? — a?) B
_7‘((—0/(24—%—0/(2 —¥)  ma?
ﬂzb2(b2 —a?) T2 (B2 — a?)

A
Véta (9.16 ze skript). Necht komplexni funkce f md ndsledujici vlastnosti

i) f je holomorfni pro X(z) > 0 a spojitd pro I(z) > 0 s vgjimkou konecného poctu
izolovangch singularit neleZicich na rediné ose
it) plati
lim f(2) =
F(2)>0
iit) integrdl [°0. f(z)dx existuje.
Potom

/_oo f(z)dz =2m ) res, f

S(w)>0
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Pozndmka. Piedpoklady [i) azliii) jsou splnény, napt. je-li f raciondlni lomena funkce, kters
nem4 poly na realné ose a stupen jmenovatele je alespon o dva vétsi nez stupen citatele.

Uloha 8.28. Vypoditejte

-
oo.’L'6+1

Resend. Funkce x%ﬂ spliiuje podle poznamky predpoklady predchozi véty, mé pdly prvniho

fadu pro 20 = —1 = €, tj. v bodech 2, = ¢8"%3), kde k € {0,1,2,3,4,5}. V ,homni*
poloroving le#f zy, z1 a zy. Plati podle f(2) = &= = ©(2)

B+ 3(2)
1 1 2k 1
oS, g = 6 = 68 = — 5%

takze

I =2mi (—%zo — %zl — ézz) = —%i (ei% +el? 4 ei%“) =

=—% (?-ﬂ%-l—i—?-ﬂ%) - —%21: gn
A

Uloha 8.29. Vypoditejte

a) I = [5° (z2+a2)4> kde a € R\ {0}.
b) I = 2 Grrisyisye (nefesené, vysledek: I = —7)

Reseni. Funkce (2% + a?)~* m4 pdly &tvrtého fadu pro z = +ai, pfi¢em# pouze z = ai
lezi v ,horni“ poloroving. Podminky [ii) alfiil) jsou jist& splnény. UZiti vzorce (8.1) miZe byt
pracné. Uvazme proto z = ai + &, pak

SR S S A 4
(22 +a2)*  (20i€ +&€2)*  (2aif)4 2a
Hodnota £ je déna jako

(2a)* 3!
proto podle pfedchozi véty mame
/00 dz o —bi 107
- = ] — = —
—o0 (22 +a?)4 3227  32a7

a tak mame I = 32a7
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Véta (9.17B ze skript). Necht funkce f: C — C je holomorfni v C s vgjimkou konecného
poctu izolovangch singularit neleZicich v intervalu (0,00). Nehcht a € R\ Z je takové, Ze

lim [2]" f(2) = 0lim |2|" £ (2)
Jestlize integrdl [5° ' f(z) dz eristuje, potom

/Ooo 2 f(z)dz = D> resy [(—z)“_lf(z)]

weC\[0,00)

Tt

sin 7ta

kde (-)*! znacf jednoznacnou vétev mocniny, tj, (-)*~! = elaDlos(),

Pozndmka. Necht @ je raciondlni lomend funkce nemajici pdly na intervalu [0, 00). Je-li
stupenl jmenovatele funkce @ vySSi neZ stupen Citatele a a € (0,1), pak

/000 Q(z)z* tdz = > resy [(—z)“‘lQ(z)]

weC\[0,00)

Tt

sin 7ta

kde (-)! znadi jednoznaénou vétev mocniny.

Uloha 8.30. Necht —1 < a < 1 a b > 0. Vypotitejte

o0 xa
1:/ T 4
0o x24b2 o

Regend. Plati I = [§° %" dz. Funkee 252" m4 pély prvniho fédu v +bi a

22+b?
z(_z)a—l L ) Z(—Z)a_l L Z(—Z)a_l _
ey ST e T T
;7 (a—1)(Inb+iZ
_ ipele—D (nb+i3) _ le(a—l)(lnb-l-ig)
2ib
z(_z)a—l o ) Z(_Z)a—l L Z(—Z)a_l _
gy L Am T e = T =
_ipa(a—1)(Inb—iZ
_ ibe ( :) _ le(a—l)(lnb—ig)
—2ib 2
Takze
[T 1 (e(a—1)(1nb+ig) _|_e(a—1)(1nb—ig)> _
sin 7ta 2
Tt s Tt Tt T
:—(a—l)lnb _ - P 1\ _ I _ Y
5 s (cos(a 1)2 +isin(a 1)2 + cos(a 1)2 isin(a 1)2)
T a1 T T a1 ma T T
= ) —1)= = = cos = 2sin— ) =
2sin7tab cos(a — 1) 5 sinnab (cos 5 €08 5 +sinma2sin 2)

s . Ta b1

=——sin =
ZSm%cosM 2 2008”2—“

2
A
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Pozndmka. Integral
o0
/ f(e%)e* dx
—0o0
pro a € (0,1) se pomoci substituce u = e* pfevede na integral
/ flw)u**du
0
ktery byl popsan v predchozi vété (za splnéni pfislusnych predpokladi).
Uloha 8.31. UvaZme 0 < a < 1. Vypoéitejte
a) I =[% % dz,

b) I = [ ¢ dz (nefesené, vysledek: I = -"-).

—00 1+4e® sin 7ta

Reseni. Substituci ©v = e* mame
o 1
I = / w1 du
0

14 u?
Funkce f(u) = 5 +1u2 mé dva jednoduché pdly v u = +i. Pocitame rezidua.
_a\a—1 __a\a—1 __a\a—1 —(a—1)i% 1 .
res; & = lim L(u —1i) = lim (—v) = © - ' = — e (a-Dig
1+u?  w=i(u+i)(u—1i) u=i w41 2i 2i
(_u)a—l s (_u)a—l _ e(a—l)ig _ 1 (a—D)ix
s R S T L
takze
[ (ei(_(a_l)g) _ ei((a—l)%)) _
sin Tta 2i
1 1 -1 -1 -1 -1
-1l @% _ isin%t _ m% _isin %) _
" . (a=Dm s ( na) s
~ 2si 28— | = g (s ) = o
2sinTa 2 2sin % cos T 2 2sin 5}
A

Véta (9.17C ze skript). Necht funkce f: C — C je holomorfni v C s vgjimkou konecného
poctu izolovangch singularit neleZicich v intervalu (0,00). Necht ddle f nabyvd na redlné
ose pouze redlnych hodnot a necht

lim (2In® |2| £(2)) = 0 = lim (21n° |2| f(2))

JeslitZe ezistuje [5° In(x)f(x) dz, potom

/Ooo In(z) f(z)dz = —%?R( > resy (f(z) log? z))

weC\ [0,00)
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Podobné, pokud ezistuje [° f(x)dz, pak
/ f(z)dz = ——\y( > resy (f(z) log? z))
weC\[0,00)

Pozndmka. Je-li @) raciondlni lomend funkce, kterd nemé pély na intervalu [0, 00), je redlnd
na realné ose a mé stupen jmenovatele alesponi o dva vétsi nez stupen citatele, pak

00 1
/0 Q(z)Inzdr = —55)? (WEC\Z{O - resy (Q(z) log5 z))

0o 1 9
/o Q(z)dz = —%%( D> resy (Q(z) log; z))
weC\[0,00)
Uloha 8.32. Vypoditejte
Inx
=)
(2 +1)2

Reseni. Funkce f(z) = EsyE +1)2 mé pOly druhého fadu v z = +i. Pocitame v nich rezidua.

NE +1)2_ S\ (22 +1)2 2 (2 +1)°
611 -2(i2) o+ o om2
= 8 =& 4716
res_; log). 2 _ lim 2logy, z2(z —1) — 2log3,. 2 6+ % _ 3 9_7T2i
T(241)2 0 o (z—1)3 N 8i 4 16

TakZe mame

12_1%(_E+“_2-+3_“_9£> _ ! (E+3_”) __lnr__m
2 4 16 4 16 2 \4 4 2 2 4
A
Uloha 8.33. Vypoditejte
I= / x4 +1
Resem (jen kostra) Méme funkci f(z) = —+. Tato mé jednoduché pély v bodech z = ¢! i,

z = eli™ ,z=¢l ia 7z = €™, Spoc1tame re21dua v téchto bodech. Hodnota integralu je
rovna imaginarni ¢asti jejich souc¢tu podélena cislem —27. Vysledek je I = ﬁi A
Dalsi podobné piiklady a teorii je mozné najit v [2, strany 299-308].



Kapitola 9

Seznam uloh

Resen{ tiloh jsou nékdy textové dlouh4, a sbirka se tak nehodi k procvi¢ovani. Tato posledni
kapitola proto obsahuje seznam zadani iloh a vysledky pocetnich prikladi. U cviceni za-
mérenych na dikazy nebo nacrty se pak nachazi odkaz na stranku s feSenim. Kapitola je
rozdélena do sekci, které odpovidaji predchozim kapitolam. Sekce v jednotlivych kapitolach
sbirky zde odpovidaji odstavcim.

9.1 Komplexni cisla

Uloha Zjednoduste nésledujici ¢iselné vyrazy: 1. (1+41)(1+ 2i) (vysledek —1 + 3i),
2. 141 +i'% + 1% (vysledek 0), 3. &2 (vysledek —1 + 2i). Uloha Dokazte, Ze
S(iz) = R(z), viz strana[g| Uloha [1.3] Dokaite, 7e pro kazdé z € C\ {0} plati (z~1)~" = 2,
viz strana Uloha Ukazte, e v/2|z| > |R(2)| + |3(2)], viz strana @ Uloha
Dokazte ,rovnob&znikovou rovnost* |z; + z5|> + |21 — z2|” = 2(|21|* + |22|°) a geometricky
ji interpretujte, viz stranu@ Uloha Dokazte ‘|z1| - |z2|‘ < |71 % 22| < |21|+]|22|. Ukaite,
ze |A\1a; + Apag + - -+ Apan| < 1proa;| <1, A >0, M+ X+---+ A, =1,i=1,2,...,n.
Viz strany @ - Uloha Dokazte Cauchyho-Schwartzovu-Buniakovského nerovnost a

2
s jejf pomoci ukazte, ze 1. ¥F, |“;| > n(n2_|_1) pro [XF al =1, 2. Y%, |a—1| > n? pro

> ilail =1 aa; # 0 pro kazdé i. Viz strany [11) — . Uloha, Urcete optimalni
(nejvétsi a nejmensi mozné) konstanty A, B tak, ze A(1+ |y|) < |[1+iy| < B(1+ |y|),

vysledek: A = \/%, B = 1. Uloha E Reste v C rovnici |z| + 2z = 3 + i, vysledek z = % +i.

Uloha Urcete feSeni kvadratickych rovnic v zdkladnim tvaru, viz strany [13| —
Uloha . Urdete algebraicky tvar &isla z € C takového, ze: 1. 2?2 = —3 — 4i (vysledek
1-2ia—1+2i) 2. 22-324+3-1=0(vysledek2+ial—i) 3. 22— (2+i)2+3+i=0
(vysledek 1 +2ia1l—i) 4. 22—22+2=0 (vysledek 1+ i).

Uloha M&jme z = e's™. Urlete 22, 23, 2%, z a nacrtnéte body 1, 1+ 2, 1 + 2 +
+ 22, 14+2+22+23 14 2+ 22+ 23 + 2* v komplexni rovind. Vysledek 22 = eis7,
23 = e713™ a 2% = 7 = e 1#™. N4t se nachézi na obrézku [1.2] na strans [17. Uloha [1.13
Urcete algebraicky tvar z = 2 (cos%r +isin g), vysledek 1 + iv/3. Uloha [1.14] Urlete ve-

147
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likost a argument (arg i Arg) komplexnich &isel: 1. z = —1 + i (vysledek |z| = /2,

argz = 3 Argz = {3:1—”+2k71| kEZ}), 2. z = i (vysledek |2| = 1, argz = § a

Argz = {g +2kmt | k € Z}) Uloha [1.15] Urdete goniometricky tvar nésledujicich kom-

plexnich ¢isel 1. z = bi (vysledek |b] (cos sgn(b)5 +isin sgn(b)g)), 2. z = a (vysledek
a(cos0+isin0) proa > 0a —a (cos —mt+isin —7) proa < 0), 3. z = +(2+5i) (vysledek
2151 =+/29 (COS :I:g + isin :l:g), —2 —5i =+/29 (cos (arctg 5 —m) +isin (arctg 5 - 7'[))
—2 4 5i = /29 (cos (7’: — arctg g) + isin (7’( — arctg 5))) Uloha [1.16] Pfevodem na go-
niometricky tvar vypoctéte 1. (1+1i)' (vysledek 321) 2. (=2 + 2i)8 (vysledek 512i),

8 10
3. (VB—1i) (vysledek —128+128iv/3), 4. (1+ %3i ) (vsledek —20-4i16/3) 5. (/3 +1)
(vsledek 512 — 512iy/3).  Uloha Pomoc1 geometrického tvaru komplexniho ¢isla
naleznéte viechny komplexni hodnoty: 1. v/i (vysledek :I:‘/Tg +it a —i), 2. v/-1+i
(vysledek v/2 (cos (3+8k)ﬂ + isin (3+8k)“) k € {0,1,2,3}). Uloha [1.18 Najdéte vSechny
hodnoty \/ —2+4+2ia vyJadrete je v zakladnim algebraickém tvaru, vysledek: 1+i, 1/1 + ‘/7§+
+ i\/ 1— Y2 4 \/ 1— iv/1+ ‘[ Uloha [1.19. Najdéte vSechna feSeni rovnice 20 = —8,
tj. naleznete vsechny hodnoty V- 8 vysledek + (\[ +i¥s ) +iv/2.

Ulohy [1 - - n se tykaji zakreslovani mnozin v komplexni roviné. Nakreslete mnoziny
vSech z takovych, Ze: [1.20| §(2) = —i (mnozina je prazdnd), |z +3 —5i|] = 3 (obré—
zek strana [23), [1.22 1 < |z +i] < 3 (obrdzek [1.5] strana [23), [1.23] R(z ()
(obrazek strana [23), [1.24] || + 2 = 0 (obrazek [1.7] strana [23), [1.29] |z — 1| |z - 3|
(obrézek|1.8| strana[24)),[1. 26 < argz < § (obrazek[L.9} strana[24), ‘ ) > C respek-

1. k

tive §(z) < C (obrézek 10 stranam -0 < R(iz) < 1 (obrazek[1.11], strana [25)), [1.29

|z| = R(2)+1 (obrazek 1. 13!, strana [25)),[1.30[ R z)—}—\s(zﬁ 1 (obrazek 12 strana. 1.31
6

R (%) = C respektive (7 ) = C' (obrézek (1.14, strana 26),1.32| |z — 2|+ |z 4 2| = 5 (obré-
zek|1.15] strana, 1.33||z — 2|—|z + 2| > 3 (obrazek|1.16}, strana, 1.34|arg (1 + %) =3
(obrézek ZL strana |2_D Ijloha se t}'fké rozéﬁ"eného komplexniho oboru a strereogra-

/2 s v v

9.2 Posloupnosti a rady

Uloha Rozhodnéte o konvergenci fad 1. > 00 m(_nw (konverguje neabsolutné),
2. Y00, 25 (konverguje absolutng), 3. 00 (1+1 (konverguje absolutné), 4. Zn e
(konverguje absolutné), 5. 3%, (1 +1)" (konverguje absolutné), 6. >, \; (diver-

guje). Uloha . Rozhodnéte o konvergenci a urcete soucet rady meo on’ Pro ¢ € R,

vysledek: fada konverguje pro kazdé ¢ € R a soucet je g ZEEZZ Uloha Urcete pro které

hodnoty a € R konverguji fady: 1. 300, nz (vysledek o > 0), 2. 302, % (vysledek
a>1), 3.3, M " (vysledek: a < 0).
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9.3 Zaklady kalkulu v C

Uloha Ukazte, Ze neexistuje lim, o 2 £, viz strana Uloha 3 2. Uvazujeme z=z+1iy.
Pouze s pomoci definice dokazte 1. hmz_m0 (az+b) = azp+b, 2. lim, ,1_; (z+i(2z+y
=1+1i, 3. lim, (2% +iz)=4+2i, 4. llmz_ni = —i. Viz stranyi l Ulohaﬁ
Vysetrete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim, g ( , vysledek: limita neexistuje.
Uloha [3.40 VySetfete existenci (a pfipadnou hodnotu) llmlty lim, ,o % L vysledek: limita
( ?)

neexistuje. Uloha VysSetfete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim, o , VY-

= 0. Uloha Vysetiete existenci (a pfipadnou hodnotu) limity

(%) . 3(z%)
lim, ,pe™ =, Vysledek hmz_,oe z

sledek lim,_,q

= 1. Uloha VySetfete existenci (a pfipadnou

z

hodnotu) limity hmz_,o > (— — —) vysledek: limita neex1stuJe Uloha, Vysetiete exis-
tenci (a pfipadnou hodnotu) limity lim,,,, sz)’ kde 1.2z =0 (vysledek. limita ne-

existuje), 2. zp = oo (vysledek co). Uloha Spoditejte limity 1. limz_m%

(vysledek 4), 2. lim,,; ﬁ (vysledek 0). Uloha [3.10[ VySetfete existenci (a pfi-

padnou hodnotu) limity lim,_,., zR(2), vysledek: limita neexistuje. Uloha Dodefi-
nujte funkci f(z) = %('z) v 0 tak, aby byla spojitd v bodé z = 0, vysledek: f(0) := 0.

Uloha “ Urcete definiéni obory nésledujicich funkei (chdpanych jako f: C — C).
1. f(z) = 32 (vysledek: C \ {£2}), 2. f(2) = 2122—“’ (vysledek: C \ {1, —i}),

2244 (z+i)2(2—1)

3. f(2) = Zoils (visledek: {z € C | 3(2) # £VBR(2)}), 4. f(2) = &~ (vysle-
dek: {z € C | 2¥(z) # 5R(2)}). Uloha [3.13] u Uréete mnozinu, na které jsou nasledujici
funkce f: C — C spojité. 1. f(z) = 25 (vysledek: C), 2. f( ) = 2t (vysledek: C),
3. f(2) = Z5 (vysledek: C). Uloha 3.14l Ukazte, Ze funkce arg z je spojitd vSude kromé
zaporné redlné osy. Viz strany 44 — 48

Uloha Necht z = z + iy a f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y). Urlete, kde mé f(z)
derivaci: *1. f(z) = R(z) (vysledek: f neni nikde diferencovatelnd), **1. f(z)=z-2
(vysledek: f neni nikde diferencovatelnd), 1. f(z) = 2R(z) = (z + iy)z (vysledek: f
neni nikde diferencovatelnd), 2. f(z) = |z|* (vysledek: f je diferencovatelné pouze v 0
a f'(0) =0), *2. f(r+iy) = 2? +iy? (vysledek: {z + iz | z € R} a f/(2) = 2R(2)),
3. f(2) = % (vysledek: C\ {0} a f'(2) = —%), 4. f(2) = % (vysledek: f neni nikde
diferencovatelnd), 5. f(z) = 23(z) = (z — iy)y (vysledek: f je diferencovatelnd pouze
vO0a f(0)=0), 6. f(r+iy) =e%e¥ = e®(cos—y + isin—y) (vysledek: f neni nikde
diferencovatelnd). Uloha Je-li funkce f komplexné diferencovatelna v bodé zy, pak
plati f’ zo) = Ug + ivg. Urcete f'(z0), je-li z vyjaddiena v poldrnich soufadnicich. Viz
strany (51 l 52, Uloha, Funkci f lze kromé tvaru f(z) = u(z,y) + iv(z,y) vyjadrit

také pomoci poldrnich souradmc jako f(z) = U(r, (p) +iV(r, ¢). Ukazte, Ze pro komplexné

diferencovatelnou funkei f v bod8 z # 0 plati 2% = 16V, & = —1‘9— a urdete tvar
Laplaceovy rovnice v poldrnich soufadnicich. Viz strany . Uloha u Necht f

spliiuje C-R podminky v K (0, R) a polozme g(z) := f ( = ) pro z € C\ K(0, R). Ukazte,
%e g splituje také C-R podminky (v polérnich soufadnicich). Viz stranu [53| Uloha
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Uvazme funkci f(z) = w = R(cosy + isiny) pro z = r(cosp + isin go) Ukazte, ze pro

z # 0 a w # 0 a diferencovatelnou funkei f plati }T—%%—f = g—g, }%g—f = 6r Viz stranu [5

T:Iloha Naleznéte mnozinu, na které je funkce f holomorfrni, kde 1. f(z) =2 |z| +
+ 3i (vysledek: f neni holomorfni (ani diferencovate lna nikde na C), 2. f(z) = sinz
(vysledek: f neni holomorfni nikde na C). Uloha Ukazte, ze vztah mezi funkci a
funkeci k ni harmonicky sdruZenou je antisymetricky. V1z stranu [5 . Uloha m 2| Ukazte, ze
pro holomorfni funkci f je holomorfni i f(Z). Viz stranu 5. Uloha Najdéte holomorfm
funkci f(z) takovou, Ze u(z,y) = R(z + iy) = z* — y? + z, Vysledek f(z) =22+ 2z+1iC
pro C € R. Uloha m Najdéte holomorfni funkci f(z) takovou, Ze v(z,y) =z +y — 3,
f(0) = —3i, vysledek f(z) = z + iz — 3i. Uloha éL Najdéte holomorfni funkci f(2)
takovou, Ze v(x,y) = In(2? + y?) — 22 + ¢?, vysledek: f(z) = ilog(—z2) —i22 4+ C pro
C € R. Uloha [3. 26 Najdéte holomorfni funkei f takovou, Ze w(z,y) = ¥z na C\ {0},
vysledek: f(z) = 1 +iC pro C € R. Uloha u Najdéte holomorfni funkci f (2) takovou,
ze u(z,y) = e*(x cosy ysiny), vysledek ze*+iC, C € R. Uloha“ Najdéte holomorfni
funkci f(2) takovou, Ze 1. u(zx,y) = z% + y? (vysledek: funkce neexistuje), 2. u(z,y) =
= 11In(z? + y*) na mnozing C \ {0} (vysledek: funkce na takovéto mnoZiné neexistuje).

9.4 Funkcéni a mocninné rady

Uloha Urcete polomér konvergence R nésledujicich mocninnych fad. 1. >°0°, % (vy-
sledek: R = 1), 2. ¥2,% (vysledek: R = o0), 3. o2, n"2" (vysledek: R = 0),
4. Y0 g 22" (visledek: R = 2), 5. 222, 22" (vysledek: R =€), 6. ¥22,2" (vy§-

sledek: R = 1), 7. 32,272 (vysledek: R = 1), 8. 3°2°,(3+ (=1)")" 2" (vysledek:
R=1), 9 o (n+a"2", a > 0 (visledek: R = min{1 1) Uloha 1.2l Urlete

polomér konvergence pro radu E ,z vysledek: R = 4. Uloha Urcete polomer kon-
vergence fady > o0 ; n(l ela)n (z — e“") pro a € R\ 1Z, vysledek R=2 |sm ) Uloha
Dokazte, ze > 074 n(n =y

konvergence fady > >°, %, vysledek: K(—2,4). Uloha Urcete obor konvergence

mocninné fady Y2 5x2", vysledek: K(0,2). Uloha Uréete obor konvergence fady

o stn, vysledek: K(0,1) \ {—1 : ﬂ:l\[} Uloha Necht p € {£1,—2}. Vysetfeme
konvergenci pro Y>>, nP2", vysledek: pro p = 1 je to K(O 1), prop = —2 K(O 1) a pro
p=—1pak K(0,1)\ {1}. Uloha 9. Urcete obor konvergence pro fadu > °° L7, " vy-

n=2 pinn <

sledek: K(0,1)\ { 1,3+ 1‘[} Uloha 4.10, Urcete soucet rady Yoz 2", vysledek: 5.
Uloha [4.11| Uréete soucet fady Y00, (— ) ", vysledek: —5. Uloha 4.12, Ukaite, 7e
funkéni (nikoli mocninnd) fada Y22, W konverguJe na K(0,1). Viz strany . l

Uloha |4.13| Ukaite, Ze fada Yomq (z_n ) konverguje pro kazdé z € C \ N. Ukazte, Ze
konvergence je stejnomérna na libovolné kompaktni mnoziné v C neobsahujici Zadné z € N.
Viz strany . - l Uloha u Najdéte fadu takovou, %e 3-°°, z* konverguje pro kaZdé

konverguje pro |z| < 1. Viz stranu @ Uloha 4 Urcete obor
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k€ Na ¥, |2.|" prokazdé k € N diverguje, FeSenf: napt. Y252, i&nry;. Uloha .15 Necht

zn, € C takové, ze R(z,) > 0, T 2, konverguje, 3 22 konverguje. Ukate, Ze pak i 3 |2,/
konverguje. Dejte protiptiklad, pokud z, miZe mit i zApornou realnou ¢ast. Viz stranu

9.5 Elementarni funkce

Uloha Geometricky interpretujte linedrni a linedrni lomenou funkci jako zobrazeni
komplexni roviny na sebe. Viz strany [73| - Uloha Urcete obraz 1. kruznice,
na niz lezi body —i, i a 1, v zobrazeni f(z) = 2t (vysledek: osa $(z)), 2. mnoZiny
{z € C| S(2) = 1} v zobrazeni f(z) = 27 (vysledek: kruZnice se stiedem v bod& 1 +i a
polomérem 1).

Uloha Vypoététe hodnotu et vysledek —e. Uloha, Zobrazte ve funkci e*
mnoziny vSech z € C takovych, Ze 1. ¥(z) =C,kde C € R, 2. (2) =0 (tj. osu I(z)),
3. R(z) =C,kde (a) C>0 (b) C<0, 4 z=a+if,kdea<0apeR. Viz
strany [77] = [78 . .

) Iljloha Vypoctéte 1. cos2(2+1) (vysleds:k e cos2+il5 sin2), 2. sin 212(vysledek
i%51), 3. sinh(1—i) (vysledek -t cos 1—itF=sin1), 4. cosh(—1—i) (vysledek 5t cos 1+
+ ie22—;1 sinl). Uloha Vyfeste sinz = 2, vysledek T +iln(2 + v/3) + 2km, k € Z.
Uloha Vyteste sinh z = i, vysledek if + 2k, k € Z. Uloha S vyuzitim komplexni

sin(n+1)z 2
funkce e* dokazte % +cosz+ -+ cosnz = % Viz stranu Uloha Necht
2
I, := [Z"cos(x) - cos(2z) - -+ - cos(mx)dz. Pro kterd m € {1,2,...,10} je I, # 0?
Vysledek: m € {3,4,7,8}. Uloha Zobrazte funkci sin z mnoZiny vSech z € C takovych,
ze 1. R(z) =73, S(2) 20, 2. R(z) =-3F,F(2) <0, 3. RN(z) =0 (tj. osu IK(2)),

4. R(2) =C,kde (a) C€(0,5), (b) C€(=50), 5 S(2)=C,kde (a) C>0a
R(z) € (-5,3], (b) C<0aR(e) € [-5,%), 6. 3(2) =0aR(2) € -5, 5] (t. interval

[_g, g]) Viz strany _

Uloha Vypoctéte hlavni hodnoty (tj. s argz € [—m,m)) 1. logi (vysledek i7),
2. log%i (vysledek +i%), 3. log(2 — 3i) (vysledek 1In3 —iarctg3), 4. log(—2 + 3i)

(vysledek In3 +i (7‘[ — arctg %)), 5. log(1 +1i) (vysledek $In2+1i%), 6. log(—2) (vy-
sledek In2 — i), 7. log(2 + 3i) (vysledek In3 +iarctg3), 8. log <ei§) (vysledek i%),
*8. Log (eig) (vysledek iF + 2kmi, k € Z). Uloha [5.12 Ukaite nésledujici identity pro
funkci Log: Log(z122) = Logz + Logzz, Log 2 = Logz; — Logzs, Logl = —Logz a

22
Log 2™ = Logz+ --- 4+ Log z # nLog z, kde operace na pravé strané bereme mnozinové.

-~

Viz strany |85 — Uloha Urceme vSechna z takovd, ze 1. e* = 2 + 3i (vysledek
1In3+i(arctg § + 2km), k € Z), 2. ¥ = —3i (vysledek In3 —i%=Ln, k € 7).
Uloha Za pouZit{ definiénfho vzorce 2® := e*M°87 yypodtéte 1. 2! (vysledek

e 2 (cosln 2+isinIn2)), 2. 17! (vysledek e*7), 3. (%) s (vysledek ei—2k™ (4 - ig)),
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4. 7 (vysledek ez +2k™ (cos —(4k+i)m/§ +isin M)), 5. 1" (vysledek cos

+isin ®H7?) 6. i (visledek e~ "2 ), 7. (=1)i (vysledek %) 8. (3 — 4i)lH (vy-
sledek 5e2rct8 32k ((¢og (ln 5 — arctg %) + isin (ln 5 — arctg %))), 9. ii (vysledek ez —2FT),
kde k € Z. Uloha VysSetfete vlastnosti obecnych mocnin 1. 2!, 2. 2™, 3. z5. Viz

Necht a, b € C\ {0}. Rozhodnéte, zda plati nasledujici (mnozi-

strany (88— Uloha

. . ? ? ? b 2
nové) rovnosti. 1. Logz® = clogz, 2. 2%2°=29%% 3. (2122)® = 2§24, 4. (2%) = 2%.
Reseni se nachézi od strany [90| dale do konce kapitoly.

4k;—1 7'(2 +

9.6 Krivkovy integral a Cauchyho teorie

Ulohy - jsou cvicenimi na pocitdni integrali prfimo z definice (tj. nepouzivejte
Cauchyho teorii), ostatni jsou pak cvi¢enimi na Cauchyho teorii.

Uloha [6.1] Vypottéte [, Zdz, kde v je tsetka z —1 do 3, vysledek 4. Uloha [6.2] Vy-
poctéte [ |z| dz kde v je horni (jednotkova) pilkruznice z 1 do —1, vysledek —2. Ijloha
Vypoctéte [, |2|zdz kde v je horni piilkruZnice od —1 do 1, vysledek —im. Uloha, Vy-
poctéte [, (2) dz kde v je lomend ¢dra spojujici body 0, 1, 1+1, vysledek T+i. Uloha
Vypoctéte [, zfzz - kde ~ je kruZnice se stfedem v z, a polomérem r podle (6.1]), strana
a také jako kiivkovy integral, vysledek 27ti. Uloha Vypoctéte jako krivkovy integral
v R? [ (z+ %) dz kde 7y je 1. kruZnice se stfedem v 2 a polomérem 1 (viz obrazek (6.4al,

strana (98, vysledek 0), 2. Etverec se stfedem v 0 a délkou strany 2a > 0 (viz obrézek 6.4b),
vysledek 27i). Uloha Vypoctéte [, % pro v lomenou c¢aru mezi body R, iR, —R
(viz obrazek strana @) vysledek irt. Uloha Vypoctéte [ R(z)dz, kde 1. v je
kruznice se stfedem v 0 a polomérem R > 0 (viz obrizek strana (98] vysledek intR?),
2. v je horni pulkruZnice se stfedem v 0 a polomérem R > 0 (podobné jako obrizek
strana vysledek %TIRQ), 3. 7 je lomen4 ¢ara od R > 0 pies iR do —R (stejna kiivka
jako v tloze vysledek iR?). Uloha Vypoctéte [, 2| Zdz pro vy vzniknuvsi sloZzenim
tisecky 0 do 1, ¢4sti jednotkové kruznice z 1 do e'i a tisecky z e'i do 0 (viz obrazek
strana , vysledek “Zi. Uloha Vypoctéte [, |z| Zdz pro kfivku 7 vzniklou sloZzenim
dvou tsecek a dvou piilkruznic dle obrazku strana (101}, vysledek 77i.

Uloha Vypoététe hodnotu I = [ 2%dz pro v: |z — 3+ 5i| = ; kladné orientova-
nou, vysledek 0. Uloha 6.12, Vypo&itejte I = [, sinizdz, kde v je libovoln k¥ivka 0 — 7,
vysledek —2i. Uloha [6.13] Vypoditejte I = Z(Z;iﬁ aT: |z| = 1 bez pouziti Cauchyho

vzorce, vysledek 27ti. Uloha 6.14. Vypoditejte J; @ +1)(Zz_+2§2(z 5 4z, I ’z -1

dek 5= — 8%. Uloha 6.15} Vypocitejte [, W‘ijzﬂ kde « je kladné orientovana po ¢astech
linedrni k¥ivka, pro niz je [y] obvod obdelnika s vrcholy —%, %, % + 2i, —% + 2i, vysledek
om = (1 +1). Uloha [6.16l Spoéitejte I, 2 dz, v: |z — 1| =1 je kladn& orientovana,

vysledek 2mie. Uloha [6.17] Spoéitejte I, #Q_mdz, v: |z+1i] = 1 je kladné orientovani,

vysledek 0. Uloha |6.18 Spoéitejte S5 L 4(t) = re', t € [0,2n1], 7 > 0, vysledek 0,

(z—20)?

=1, vysle-
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pokud 2y € Intvy a —2z—7:, pokud z; € Ext~y. Uloha [6.19, Vypoditejte I = I, z2+4), kde
v: |2] = 1 je kladné orientovana, vysledek Z. Uloha [6.20L Vypotitejte I = f,y <2 +1’ kde

: |z —1i| = 1 je kladné orientovan4, vysledek 7. Uloha [6.21, Vypotitejte I = f,y 77, kde
: |z —i| = 3 je kladné orientovand, vysledek 0. Uloha [6.22, Vypotitejte I = I Cgizl dz,

kde v(t) = i+ €%, t € [0,2n], vysledek 7(12+—ee. Uloha [6.23, Vypotitejte I = Sy 5 o 4 dz,
kde y(t) = 1+ €%, t € [0,27], vysledek gni. Uloha (6.24] je shrnutim tloh 6.20 a 6.21.
Uloha, [6.25} Vypoéitejte I=/ (z-i—l)dﬁ pro v: |2+ 1| = 1, vysledek —Z. Uloha (6.26]
Vypocitejte I = [, ( )3 dz, kde « je libovolna kladné orientovana Jordanova cesta v C
takova, Ze a e Int vy, vysledek (2 + a)e®. Uloha 6.27, Vypocitejte I = [, 7555 dz, kde
1. y: |2| = 3 (vysledek 2m), 2. v: |z—1| = 5 (vysledek —emi). Uloha’é?Si Vypoci-
tejte [, (z2_1)2 dz, 7(t) = 14 cost + isint, ¢t € [0 2m], vysledek Zle™(m — 1). Uloha [6.29,
Vypocitejte I = [, ﬁ dz, kde y(t) = 3€*, t € [0, 2], vysledek (2 — e)rmi.

Uloha [6.30) “ Spoditejte tzv. Fresnelovy integraly [5° cost® dt, [;° sint?d¢, vysledek: oba
jsou rovny ‘/F Viz strany [108 — (109, Uloha[6.31| Dokazte, e I Sltﬂ dt = 7. Viz strany 109

— [110L Uloha [6.32, Dokazte [ e~ cosbrdzr = \/Ee_% pro a > 0, b € R. Viz od
strany [110] do konce kapitoly.

9.7 Taylortv a Laurentiiv rozvoj

Uloha Funkci f(z) = 3% rozviiite v Taylorovu fadu v K(0,7) a K(—1 + 3i,r) a
stanovte nejvétsi mozné r, vysleddky: na K(0,3) je f(z) = Y22, 35—11 ana K(—1+ 3i,5)
je f(z) = X0, % Uloha Urcete Tayloriv rozvoj pro f(z) = # v K(0,r),
vysledek: na K(0,1) je f(z) = 1°°(—1)"2>". Uloha Funkci f(z) = ﬁ rozvitite
A\ Taylorovu fadu na K(0,7) a na K(1,r) a stanovte nejvyssi mozné r, vysledky: na K (0, 1
je f(2) = To2y(-1)*(n—1)z" ana K(1,2) je f(2) = ;+ 302, (— )"2"n+32(z 1™ fIloha
Urcete Tayloruv I‘OZVQ] pro funkci f(z) = log(1 + 2) v K(0,r), vysledek: na K(0,1) je
f(z) = =2, E2%n Uloha Urcete Tayloriv rozvoj pro f(z) = logz na K(2,r),
vysledek: na K (2,2) je f(z) = ln2 - > (QT}ZL (z — 2)". Uloha Urcete prvni ¢tyfi

leny Taylorova rozvoje funkce f(z) v okoli zp = 0, kde 1. f(z) = e*®* (vysledek

f2)=1+22+---), 2. f(2) = (1+2)* (vysledek f(z) = 1+22—1z%+---). Uloha[r.7]
Ukazte, Ze plati: Bod 2y € C je n-nasobnym nulovym bodem holomorfni funkce f, tj.

f(z0) = f'(20) =+ = fV(20) = 0 # f™(2), pravé tehdy, kdyZ v jistém okoli & (z) lze
f vyjadfit ve tvaru f(z) = (z — 29)"g(z), kde g je holomorfni funkce v &'(z) a g(zo) # 0.

Viz stranu u Uloha - Urcete vSechny nulové body funkce f(z) = zsin z a urCete jejich
néasobnost, vysledek: 0 je dvojndsobny nulovy bod, k7, kde k € Z \ {0} jsou jednoduché
nulové body.

leoha Urcete Laurenttiv rozvoj funkce f(z) = L v prstencovém okoli bodu 20=0

a 29 = 2, vysledky: v okoli 0 mame — 3 >° 2§+1 av okoh 2 mdme =5 Uloha Urcete
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Laurentiv rozvoj funkce f(z) = ﬁ v okoli zp = 0 a 29 = 1, vysledky: na P(0,0,1)

mame f(z) = ¥ _, 2" ana P(1,0,1) je f(z) = X _,(=1)"(z — 1) Uloha Urcete
Laurentovu fadu pro funkei f(z) = 135 se stfedem v z = 1, vysledek: na K (1,2) je f(z) =

=32 (— )”(Znﬂ ana P(1,2,00) je f(z) = 30 (—1)n+1 (z—1)". Uloha|7.12, Urdete

n=—00 2

Laurentovu fadu pro funkei f(z) = z(ll 5 Vv mezikruzi konvergence 1. 1< |z —1] < o0
o ZM). Uloha-

(vysledek 372 (=)™ (z—1)"), 2. 1<]|z| < o0 (vysledek 2
Urcete vSechny Laurentovy rozvoje funkce f(z) = m se stfedem v nulovych bodech

jmenovatele, vysledky: na P(1,0,1) —3% _,(z — 1)*, na P(1,1,00) 3,2 (2 — 1)*, n
P(2,0,1) =2, (=1)"+(z—2)" a na P(2 1,00) Y72 (=1)*(2 — 2)". Uloha|7.14 Uréete
Laurentovu fadu pro f(z) = m se stfedem v zyp = 0 v mezikruzi 2 < |z] < 3,
vysledek — > -1 ( )n+1 2P =3, (%)nﬂ 2". Uloha [7.15, Uréete Laurentovu fadu pro

— kol ledek —1 L, — il 414 Lye (L5
flz) = (2+1)2v001z0—1 vyslede 4(Z I)Q—Z;+g+ﬁzn:1(—2) (1-
— n)(z — i) Uloha [7.16, Urdete Laurentovu fadu pro f(z) = (zz_z;)(% v okoli zy =
= 2 (vysledek =5 + iY77 4(— )"(QJ”)H;,H(l2 il (z —2)") a v mezikruzi 1 < |2| < 2

(vysledek QZn__oo( 1)rz? — 32 -210). Uloha Urcete vSechny Laurentovy fady

pro funkci f(z) = % se stfedem v zy = 0, vysledky: na P(0,0,1) 1 + 3% (-

n n+1
—1)r B ma P(0,1,2) 2552 (=) + 2+ 22 (—3)" 2 a na P(2,2,00)

2 ( (i)~ — (—1)n+1) 2" + 2. Uloha [7.18| Uréete Laurentovu fadu pro f(z) =

n=—00 2

= sin? z na okoli 2y = 0, vysledek >, Em ~0 QmSLl;?kal j: - Uloha [7.19, Uréete nékolik

se stredem v 0, vysledek % — -+

prvnich ¢lentt Laurentova rozvoje funkce f(z) = m

+i1—5+ . Uloha[7.20, Urdete Laurentovu fadu pro f(z) = (z e ha |z — 1| > /2, vysle-
dek 372 (=1)™(1—i)""?(n+1)(z — 1)". Uloha|7.21] u Urcete Laurentiiv rozvoj funkce
f(2) =sin %7 v P(1,0,00), vysledek sin 1 + 32, (=1)" ! (et — oot )-

(e—1)2"—1(2n—1)!

9.8 Teorie rezidui

Uloha Urcete a Kklasifikujte singularni bodly funkei 1. 22%e: (vysledek: 0 je pod-
statnd singularita a co je pdl fadu 2) 2. eT—= (vysledek: 1 je podstatnéd singularita,
jinde je funkce holomorfni), 3. sinl (vysledek: 0 je podstatnd singularita, Jlne singu-

larni body nejsou), 4. cosz (Vysledek 00 Je podstatnd singularita), 5. e +1)2 (vysle-

1
e*—1

v 2kmi, k € Z \ {0}, jsou jednoduché pély, oo je hromadny bod péld), 7. e=2 _1 (vysle—

dek: v +i jsou pdly fadu 2), 6. — ; (vysledek: v 0 je odstranitelnd singularita,

dek: 0 je odstranitelnd singularita, co je podstatnd singularita), =
pél fadu 1 a oo je pdl fadu 2), 9. tgz (vysledek: 7 + kmt, k € Z, jsou jednoduchymi
pély, oo je jejich hromadny bod), 10. S22 (vysledek 0 je odstranitelné singularita, oo
je podstatn singularita). Uloha Vypoctete rezidua v pélech funkce f(z) = &1,
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vysledek: res; f =res_; f = %, reso f = 1. Uloha Vypoctéte rezidua v poélech funkce
flz) = ﬁ, vysledek: resy; f = Fi. Uloha Vypoététe rezidua v pélech funkce
f(z) = z=, vysledek: pro k € Z jsou resp, f = (—1). Uloha Vypoctéte rezidua
v pélech funkce f(z) = é’if)zs, vysledek: res_; f = 2sin2. Uloha W Vypodététe rezidua
v pélech funkce f(z) = 5, Vysledek pro k € 7Z méme resopy f = 1. Uloha Vy-
poctéte rezidua funkce f(2) = 2= +k2, vysledek: pro £ = 0 mame resO f=3prok #0je

resii f = :Fle$ Uloha Vypoctéte rezidua funkee f(z) = =m0 +z)n
res_; f = % Uloha UrCete rezidua pro funkci f(z) = ®4%, vysledek resy f = 1.
Uloha Uréete reziduum pro funkci f(z) = sin i, vysledek res; f = —1. Uloha |8_1‘
Urdete reziduum pro funkci f(2) = (fif)zg, vysledek res_; f = 2sin 2. Uloha [8.12] Pomoci
rezidui vypocCtéte | (dzl)Q, kde I': |z| = % je kladné orientovand kruznice, vysledek 27i.
Uloha [8.13, Vypoitéte fr A +1) dz, kde I': |z 4+ 1 +1i| = 2 je kladné orientovand kruénice,
vysledek 7tsinl + i(2m — 7tcos 1). Uloha Vypodtéte [ 522 dz kde T': | z4i| =

8.15. Vypoctéte [- @ 2+1)2 dz kde

I': |z+1i] = 1, vysledek 0. Uloha [8.16, Vypoététe [r 32" dz kde T': |z| = 2, vysledek

Z_1

pro n € N, vysledek

107i. Uloha 8.1§L Vypoététe fr g dz podél kiivky T': R(z2)* + ( )2 = 2R(2), vysledek
—%. Uloha [8.18 Vypoctéte I = [ %, kdeI': |z —-2| = 3, Vysledek' I = —2mi.

Uloha [8.19] Vypoététe I = Jr Gogsmny» kde T: |2| = 2, vysledek: I = —3;. Uloha 8.20}
Vypoctéte I = [; m, kde I‘(t) = 2cos®t + 2isin®¢, t € [0,27], vysledek: [ = 32,
Uloha [8.21] Vypoctete I=[; W kde I'(t) = (14+2cost) +i(1+2sint), t € [0, 27t]

22 _|_1) )
vysledek: —™. Uloha [8.22| Vypodtéte (redlny) integral I = [2" % dy, vysledek — %
Uloha [8.23] Vypoctéte 1. I = [ %22dz (visledek Z), 2. I, = [ fgng dz

(vysledek 0 Uloha u Vypoéitejte Jo© 22 g, vysledek 7 Uloha “ Vypocitejte
1. I, = [ 5% dx a I 0 gsinz dz (vysledek: I f( cos: ++/3sin i ) a

—00 g24x+41 —00 g24z+1

I, %(\/gcos§+sm 5)), 2. I, = [~ o Poaetiodz a Iy = = [% oozfs;;‘flo dz (vysledek:

I, = Fe3(cos1 — 3sinl) a I, = Fe*(3cos1 + sin 1)) 3. %% iy (vysledek:

(16e‘5+e‘10)) Uloha[8.26, Vypoditejte I = [2" m kde p € R tak, %e 0 < |p| < 1,
vysledek . Uloha [8.27] Vypoéitejte 1. I = 0 M%dx kde b > a > 0 (vy-
sledek: pre— )) 2. I = [I© kde |a| < 1 (vysledek: I = \/1717) Uloha [8.28
Vypoéitejte I = [ -2 64T vysledek 271, Uloha [8.29, Vypoditejte 1. I = I m, kde

a € R\ {0} (vysledek: 22%), 2. I = [ m (vysledek: I = 2—7‘7) Uloha [8.30|
Necht —1 < a <1 ab> 0. Vypocitejte I = fo o4 dz, vysledek 57 ”b Seos TZ - Uloha [8.31] Uva—
zme 0 <a<1. Vypoéitejte L I=[% 1% +e% dz (vysledek T ™ ), 2 I=[% =& e —dz
(vysledek: I = -T—). Uloha 8.320 Vypotitejte I = ' > dx, vysledek —% Uloha 8.33L

Vypocitejte I = [;° f_”f_l, vysledek I = Wi'

1+a cost

@
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